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Wprowadzenie

Przeczytaj

Galeria zdje¢ interaktywnych
Sprawdz sie

Dla nauczyciela



W materiale przedstawimy rozne sposoby obliczania pola trojkgta. Wskazemy, ze dobor
wlasciwego wzoru na pole trojkgta ma ogromy wptyw na trudnos¢ rozwigzania.
Zasygnalizujemy rowniez zwigzek miedzy polem trojkata a promieniami okregu opisanego
i wpisanego w trojkat.

Twoje cele

e Zastosujesz najwazniejsze wzory na pole trojkata.
e Dobierzesz wzor do danych zawartych w zadaniu.

o Wykorzystasz fakt, ze bez wzgledu na wykorzystany wzor, pole trojkata jest wartoscig
stalg.
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Przeczytaj

Pole trojkata mozemy obliczy¢ za pomoca szeregu dostepnych wzorow. Wybor wzoru jest
uzalezniony od danych zawartych w zadaniu.

A D b C

W przypadku, gdy dysponujemy dtugoscig boku trojkata oraz dlugoscia wysokosci opuszczonej
na ten bok, to mozemy wykorzystac¢ bardzo dobrze znany wzor:

P = %a - hy,.
OczywiScie wzor ten mozemy zastosowac dla innych bokow trojkata, bowiem:
P= %a-ha: %b-hb: %c-hc.

W przypadku, gdy dysponujemy dtugosciami dwoch bokow trojkata i miarg kata pomiedzy tymi
bokami, to mozemy wykorzysta¢ wzor:

— Llg.b-sinvy=1lag-c-sinB=1b-c-si
P=35a-b-siny= 5a-c-sinff= 5b-c-sina.

Z kolei, gdy znamy dtugosci wszystkich bokow trojkata oraz dtugos¢ promienia r okregu
wpisanego w ten trojkat, to pomocny jest wzor:

P=1r(a+b+ec).

Gdy dysponujemy dtugosciami bokow trojkata oraz dtugoscig promienia R okregu opisanego
na tym trojkacie stosujemy wzor:

Wazne!
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Pole trojkata mozemy obliczy¢ korzystajac ze wzoru Herona:

P=/p(p—a)(p—b)(p—c)

gdzie p = %MC oraz a, b, ¢ sg dtugosciami bokoéw trojkata.

Przyktad 1

Rozwazmy trojkat taki, jak na rysunku,

B

| Y
D

A l[cD|=115 C

gdzie kat przy wierzchotku A ma miare 60°. Niestety zaden z zaproponowanych wzoréw nie
pozwala na obliczenie pola tréjkata ABC w bezposredni sposob. Zauwazmy jednak, ze pole
trojkata ABC jest réwne sumie pol trojkatow ABD oraz BC'D.

Obliczmy zatem pole trojkata ABD.



Wiemy, ze kgt ABD ma miare 30°, bowiem suma katéw w trojkacie wynosi 180°. Mozemy
teraz tatwo obliczy¢ pole trojkata ABD korzystajgc ze wzoru

P = %a-b-siny.
Podstawiamy dostgpne wartosci i dostajemy
P=1-.8-4/3-5in30"=1.8-4v3- 1 =8V3.

Z kolei do obliczenia pola trojkagta BDC' mozemy wykorzysta¢ podstawowy, znany ze szkoty
podstawowej wzor

P = %a - hy

bowiem bok BD jest wysoko$cig opuszczong na bok C'D. Mamy zatem
P=1.4v3.11,5=23V3

Ostatecznie pole trojkata ABC wynosi P = 23v/3 4+ 8v/3 = 314/3.
Uwaga!

Do obliczenia pola tréjkata ABD mozna bylo réwniez wykorzysta¢ podstawowy wzor, jednak
niezbedne byloby wyznaczenie dlugosci odcinka AD ze wzoru Pitagorasa.

Przyktad 2

Rozwazmy sytuacje przedstawiong na rysunku.



C

Naszym celem jest obliczenie pol wszystkich widocznych na rysunku tréjkgtow i wskazanie
trojkata o najwiekszym polu (trojkata ABC nie bierzemy pod uwage). Zauwazmy, ze
dysponujemy dtugosciami wszystkich bokow, nie posiadamy jednak informaciji o zadnym

z katow. Mozemy co prawda wyznaczy¢ wartosci miar poszczegolnych katow korzystajac
chociazby z twierdzenia cosinusow, jednak w tym przypadku mniej pracochtonne wydaje si¢
zastosowanie wzoru Herona.

Zanim zastosujemy wzor Herona udowodnimy, ze mozemy go wyrazi¢ w nieco innej postaci.
Oznaczmy:

a, b, ¢ - dtugosci bokow trojkata,
p - potowa obwodu trojkata.

Wowczas

a+b+c)-(a+b—c)-(a—b+c)-(b+c—a
pP— V( )-( 4) ( )-( ) '

RzeczywisScie
P=y/p-(p—a)-(p-b)-(p—c) =

=y ) (e (g

po sprowadzeniu wyrazen w poszczeg6olnych nawiasach do wspolnego mianownika
otrzymujemy

P= \/ a+g+c ( a+b+2c72a ) ( a+b+2cf2b) ( a+b45cf2c) _

_ \/ a+§+c ( b+§fa ) ( a+§fb ) ( a+37c ) _ \/ (a+b+c)~(b+cfai-6(a+cfb)-(a+bfc) —




_ +/(at+b+e)-(b+c—a)-(atc—b)-(at+b—c)
= ) .

W przypadku trojkata ADE mamy zatem

p— \/(6+6+7)-(6+7—6)-(6+7—6)-(6+6—7) _ /19775 __ /4655
- 4 - 4 - T4 -

Dla trojkata CDF pole wynosi

p— \/23,5-4,5-3,5-155  1/5736,9375
- 4 - 4 :

W trojkacie BEF' pole wynosi

P \/20-2-10-8 _ ¢34200 _ 402/5 _ 10\/5.

I ostatecznie w trojkacie DEF obliczamy pole z tego samego wzoru

\/22,5-3,5-:10,5-8,5 /70284375
P= 1 = 1 .

Wrynika stad, ze najwigksze pole ma trojkat DEF'. Aby sie upewni¢ mozemy skorzystac¢
z kalkulatora.

Przyktad 3

Dla trojkata przedstawionego na rysunku wyznaczymy dtugosci promienia okregu opisanego
i wpisanego w ten trojkat.

Na poczatku wykorzystamy twierdzenie sinusOw w celu wyznaczenia dtugosci boku a. Suma
miar katéw w trojkacie wynosi 180°, stad otrzymujemy, ze <ABC = 180" — 75° = 105".
Mamy zatem

a 10

sin30° T sin105° *




Stad
a-sinl105° =10 -sin30°.

Korzystamy ze wzoru redukcyjnego dla sin 105°, zatem
sin105° = sin(180° — 75°) =sin75".

Nastepnie ze wzoru na sume¢ katow funkciji sinus otrzymujemy

Sin75° = sin(30° + 45°) = sin30° cos45° + cos 30° sin45” = 1. V2 | V3. V2 _ V26

Po podstawieniu wartosci sinusow dla odpowiednich katow mamy
stad

20 A6-v2 /9
“TVevE Vv T 5(‘/6 ¢2).

Ostatecznie

_ 2(v3-1
:%a-b-sin45°:§-1o-5(\/6—\/§)-%:5-5-@:25- ( - ) _

Y

25(V3 1),

Obliczymy dtugosc¢ boku c korzystajac z twierdzenia sinusow:

b . [
sin105° — sin45°
10 _ _c
VBrv2 T V2
1 2

Obliczymy dlugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie.

W tym celu skorzystamy ze wzoru na pole trojkata zawierajagcego promien okregu opisanego
na danym trojkacie, czyli

Po podstawieniu dostgpnych danych otrzymujemy rownanie

. <\/§ B 1) _ 5(\/6\/5);111;).10(@1) |

z ktorego wyliczamy nieznang warto$¢ R. Mamy zatem
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4R-25(vV3-1) =500- (V6 - v2) - (V3-1),

skad

R=5(V6-V2).

Obliczymy dtugos¢ promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

Podobnie jak poprzednio wykorzystamy odpowiednig wersj¢ wzoru na pole trojkata
zawierajgcg informacje o promieniu okregu wpisanego w trojkat, czyli

P = %r(a—I—b—kc).

Po podstawieniu dostgpnych danych otrzymujemy rownanie
25(v3 - 1) = £r(5(V6 - v2) + 10+ 10(V3 - 1)).

Po uproszczeniu mozemy to rownanie wyrazic¢ jako

50(\/5— 1) _ r<5\/6— 5v/2 + 10¢§).

Stad
. 50(v3-1) _ 10(V3-1) VBVE-2VE _ 10(V3-1) (\/€+«/§—2\/§)_ _
5(Vo-var2v3)  VE-varavB  VEiva-2vB o (VE-vE+2v3) (VEva-2v3)
10 (\/5—1) (\/6+\/§—2\/§) 10(3\/5+\/6—6—\/6—\/§+2\/§)
- 64+v12—2v/18—/12—2+2v6-+21/18+21/6—12 - 4/6-8 -
10(2\/§+2\/576> 20(x/§+\/§73) 5(\/§+\/§f3) Vo2
- 4/6-8 - 4(«672) - V62 VT

5(\/ﬁ+2\/§+¢1_8+2\/§—3\/6—6) 5(¢E+2ﬁ+@+2¢§—3ﬁ—6)

6—4 2 o

5(2\/§+2\/§+3\/§+2\/§—3\/6—6) 5(4\/§+5\/§—3\/_6—6)

2 2 :

Przyktad 4

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = 171 |BC| = 12. Na boku AB lezy punkt D taki, ze
|AD| : |DB| =1:4oraz |DC| = 12. Obliczymy pole trojkata ABC.

Rozwigzanie

Stworzymy odpowiedni rysunek.
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17 192
12

B

o
A x D 2z E 2% B

Z podanego stosunku w tresci zadania wiemy, ze istnieje taka liczba x, ze |AD| = z oraz
|DB| = 4x. Zauwazmy, ze trojkat DBC jest rownoramienny zatem wysoko$¢ podzieli
odcinek DB rowno na potowe. Oznaczymy spodek wysokosci literg E. Zatem

|DE| = |EB| = 2z.

Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DEC oraz AEC. Otrzymujemy woéwczas
h? + 4x® = 144 oraz h* + 9z* = 289 .

Przeksztalcamy obydwa réwnania

h? = 144 — 4z oraz h® = 289 — 9z° .

Stad otrzymujemy, ze

144 — 42% = 289 — 922 |

52 = 145,
z2 =29,
T = /29.

Wyznaczymy dlugos$¢ podstawy |AB| = bz = 5v/29 oraz wysokos¢
h=+144 —4-29 = \/144 — 116 = V28 = 2V/T.

Zatem P = + - 5v/29 - 24/7 = 5v/203.

Przyktad 5

W trojkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci dzieli przeciwprostokatng na
odcinki dtugosci x oraz y. Wykaz, Ze pole trojkata jest rowne zy.



Rozwigzanie

Na podstawie tresci zadania stworzymy odpowiedni rysunek.

A B
Z podobienstwa trojkatow CFO oraz COD wynika, ze |CF| = x. Podobnie z podobienstwa
trojkatow EBO oraz BDO wynika, ze |EB| = y. Zatem |AC| = x 4 r oraz |AB| = y + r.
Mozemy zapisa¢ pole trojkatajako P = 3 - (z +7) - (y+r)orazP =pr= (z +y+r) - r.

Przyrownujemy otrzymane wyrazenia i dostajemy w ten sposob rownanie
(z+y+r)-r=%-(x+7)-(y+7).

Przeksztalcamy je w nastepujacy sposob
2xr + 2yr + 2r? = zy + xr + yr + 2,
zr + yr +r’ = zy,

(x+y+r) r=uay,

P = zy.

Zatem udowodniliSmy teze z tresci zadania.

Stownik
wysokos¢ trojkata

to odcinek poprowadzony z wierzchotka opuszczony pod katem prostym na prostg
zawierajgcg przeciwlegly bok



okrag wpisany w tréjkat

to okrag, ktory jest styczny do wszystkich bokéw trojkata. Srodek tego okregu lezy w punkcie
przeciecia dwusiecznych katow trojkata

okrag opisany na trojkacie

to okrag, na ktorym leza wszystkie wierzchotki trojkata. Jego srodek lezy w punkcie
przecigcia symetralnych bokow trojkata



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami w galerii zdjec¢ interaktywnych i na ich podstawie wykonaj
polecenia ponizej.

Polecenie 2

Oblicz dtugos$¢ podstawy tréjkata rownoramiennego, w ktorym stosunek dtugosci podstawy
do dtugosci ramienia wynosi 2 : 3, jesli pole tréjkata rownoramiennego wynosi 4/ 20.

Polecenie 3

Oblicz pole oraz dtugos¢ ramienia i podstawy w tréjkacie rownoramiennym, w ktérym ramie
jest dwa razy dtuzsze od podstawy, jesli suma dtugosci promienia okregu opisanego i dtugosci

promienia okregu wpisanego w ten trojkat wynosiv/ 30.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

Potacz w pary wartosci pdl trojkatow z danymi w tréjkacie, gdzie a, b, ¢ oznaczaja dtugosci
bokéw w trdjkacie, a «, B, ¥ oznaczaja miary katéw pomiedzy ramionami w tréjkacie.

a=3b=4,v=30" P=9
a=3 a=60",5=60" P=6
he=3,a=26 P=3
a=6b=4c=14 P =37
a=3b=40a=090" P=4V3
Cwiczenie 3 ®

Dopasuj promien okregu opisanego na trojkacie do danego trojkata, gdzie a, b, ¢ oznaczaja
dtugosci bokdéw w tréjkacie, a a, B, v oznaczajg miary katéw pomiedzy ramionami tréjkata.

a=b=10,c =12 -
a=3b=4c=5 V3
a:,B:’y,a:\/g %\/5
a=b=c=3 1
a=3,0=a=45" 2



Cwiczenie 4 Q@

Dla danego tréjkata oblicz brakujgce wartosci, a nastepnie przenies je w odpowiednie miejsca.

A

12 C

B
B

Wstaw podane wartosci w odpowiednie miejsca.




Cwiczenie 5

Uszereguj podane opisy trojkatéw w kolejnosci rosnacej wzgledem powierzchni pola.

a=06,b=_8,c=10, gdzie a, b, ¢ - dtugosci bokdw tréjkata. =
a =b=061, h, = hy, = 11, gdzie a, b - dtugosci bokdéw trdéjkata, h, - dtugosc¢ R
wysokosci opuszczonej na bok a, hy, - dtugo$é wysokosci opuszczonej na bok b. M
R =5, a=30°,8=060"°, gdzie R - dtugo$¢ promienia okregu opisanego na .
trojkacie, o, 8 - miary jego 2 katéw. M
Srodkowa w réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym poprowadzona R
z wierzchotka kata ostrego ma dtugosc¢ 6. M
a=b=5a=p=60",gdziea, b - dtugosci bokdéw tréjkata; a - miara kata .

naprzeciw boku a, 8 - miara kata naprzeciw boku b.

Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Pole trojkata rownoramiennego jest rowne 4/ 15. Ramie jest
dwa razy dtuzsze od podstawy. Zatem promien okregu wpisanego w ten tréjkat wynosi:

zbyt mato danych.

r=1.

o o O O O

V15
5 -

r =



Cwiczenie 7 @

Dany jest réwnoramienny tréjkat prostokatny o polu 54.

Podaj pole sumy pétkoli.
Cwiczenie 8 @

Jeden z katéw tréjkata prostokatnego o obwodzie 12 ma miare 60°. Oblicz pole tego tréjkata,

jezeli stosunek ramion zawartych w podanym kacie wynosi 1 : 2.



Dla nauczyciela

Autor: Krystyna i Adam Kiersztyn

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole trojkata

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, poziom rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie,

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza pole trojkata w oparciu o dostepne informacije,
» znajduje boki trojkata, dysponujac jego polem i czeSciowymi informacjami o trojkacie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja,
e mapa mysli.



Formy pracy:

praca indywidualna,

praca w parach,

praca w grupach,

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-material,
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekciji, a nastepnie wraz
z uczniami okresla cele i kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 5-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami zapisanymi w sekcii
~Przeczytaj”. Kazda z grup tworzy wlasng mape mysli na temat wyznaczania pola
trojkata. Uczniowie poréwnuja swoje prace i omawiaja z nauczycielem roznice
w interpretacji zagadnienia.

2. Uczniowie w parach analizujg rozwigzanie przyktadow w sekcji ,,Przeczytaj”

3. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia numer 3 i 5. Nastepnie
wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia
informacije.

5. Uczniowie wykonujg samodzielnie ¢wiczenie 6 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Pole trojkata” i inicjuje krotka rozmowe
na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli? Na koniec prosi chetnego



ucznia o podsumowanie.
Praca domowa:
Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 4, 71 8.
Materialy pomocnicze:

» O twierdzeniu Snelliusa, czyli rozwigzywaniu trojkatow dowolnych
e Zastosowanie twierdzenia sinuséw do obliczania pola tréojkata

Wskazowki metodyczne:

Galeria zdje¢ interaktywnych moze zosta¢ wykorzystana jako materiat stuzgcy powtorzeniu
przed sprawdzianem, ale rowniez w lekcji ,Okrag opisany na trojkacie” .
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