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W wielu zagadnieniach z teorii liczb i z geometrii spotykamy sie z pojeciem ciggu (postepu)
geometrycznego nieskonczonego. Cigg taki nie ma ostatniego wyrazu, ale ma wyraz
pierwszy. Okreslony jest, podobnie jak cigg skonczony, poprzez pierwszy wyraz i iloraz

ciggu.

W zastosowaniach praktycznych ograniczamy si¢ z reguty do rozwazania tylko
poczatkowych wyrazow takiego ciggu, cho¢ moze ich by¢ bardzo duzo...

W tym materiale bedziemy rozwaza¢ wlasnie takie sytuacje - z ciggéw nieskonczonych
bedziemy wybiera¢ skonczona liczbe wyrazow i okresla¢ ich wlasnosci.

Twoje cele

o Zapiszesz w postaci ciggu geometrycznego niektore zaleznosci liczbowe lub
geometryczne.

e Podasz interpretacje graficzng danych ciaggéw geometrycznych.

» Ustalisz pierwszy wyraz i iloraz ciagu geometrycznego okreslonego w rozny sposob.

» Wykorzystasz wzory zwigzane z ciggiem geometrycznym do rozwigzywania
problemoéw geometrycznych i arytmetycznych.




Przeczytaj

Podamy teraz przyktady ciagow geometrycznych nieskonczonych. Nim przejdziemy do
nowych zagadnien, przypomnienie definicji ciggu geometrycznego.

Definicja: Cigg geometryczny

Ciggiem geometrycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez liczbe g, zwana ilorazem ciggu.

Wazne!

Jezeli (a,,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g, to dla dowolnejliczby naturalnej
n > 0 prawdziwa jest rownosc:

ant+1 = ap * q

W tym materiale przyjmowac bedziemy, ze cigg geometryczny okreslony jestdlan € N,
a w niektorych przypadkach dlan € N.

Ciag geometryczny poteg liczb naturalnych

Rozwazymy na poczatek przyktady ciggdow geometrycznych, ktorych wyrazy sg kolejnymi
naturalnymi potegami tej samej liczby naturalne;j.

Ciagi te majg postac:
', o', 1%, P, Pt

gdzie:
peN;

Mozemy je tez zapisa¢ nastepujaco:
1, p, p*, P°, D% ...

gdzie:
peN;

Zauwazmy, ze pierwszy wyraz takiego ciggu to liczba 1, a iloraz jest rowny p.

Przyktad 1



Rozwazmy ciag (a,), n € N kolejnych naturalnych poteg liczby 2 i cigg sum kolejnych
wyrazow tego ciggu.

Kolejne wyrazy Kolejne wyraz Suma
) ) wyrazy yne wyrazy Postac ciagu czeSciowa
ciggu sumy .

mqgu
20 1 1=2'-1 S, =1
2! +2 1+2=3=22-1 Sy =3
22 +4 1+244=7=23-1 Sy =T
23 +8 1+2+44+8=15=2*-1 S, =15
24 +16 1+24+4+8+16=31=2°—1 Ss =31
25 +32 1+2+44+8+16+32=63=20—-1 | S5 =63

+... = ...

Na podstawie tabelki mozemy wywnioskowac, ze suma S,, kolejnych n wyrazéw ciagu,
ktorego wyrazami s3 kolejne naturalne potegi liczby 2, jest rowna

S, =2""1_10gdyn=0,1,2,3, ...

Mozemy wigc szybko na przyktad obliczy¢ sume poczatkowych kolejnych dziesigciu
wyrazow takiego ciggu.

S0 = 2% — 1 = 2047.

Przyktad 2

Rozwazmy ciag (a,), n € N kolejnych naturalnych poteg liczby 3 i cigg sum kolejnych
wyrazow tego ciggu.

Kolejne Kolejne , . S}Hfla
razv ciagl razyv Sum Postac¢ ciggu czesciowa
wyrazy ciggu wyrazy sumy e
3 1 1= 31 S =1
3! +3 1+3=4=321 Sy = 4
32 +9 1+34+9=13=23-1 S5 = 13
33 +27 14+3+9+27=40=3- Sy = 40
34 +81 1+3+9+27+81=121= - S5 = 121
3° +243 14+3+9+27+81+243=2364= 21 55 =364

+... =...



Na podstawie tabelki mozemy wywnioskowac, ze suma S,, kolejnych n wyrazéw ciagu,
ktorego wyrazami s3 kolejne naturalne potegi liczby 3, jest rowna

Sp =3 gdyn=0,1,2,3, ...

Mozemy wiec szybko na przyktad obliczy¢ sume poczatkowych kolejnych dziesigciu
wyrazow takiego ciggu.

Sio = S5 = 88573.

Cigg geometryczny odwrotnosci poteg liczb naturalnych

Nastepnym przykladem ciekawych ciggow, sg ciagi geometryczne odwrotno$ci poteg
naturalnych liczb naturalnych.

Z reguly ciagi te maja postac:

1L 1 1 1

7p7 p27 p37 p47
lub

1 1 1 1

p7 p27 p3? p47"'
gdzie:
p € Ny

. . . , l . . , l
Zatem pierwszy wyraz takich ciggow to 1 lub -, ailoraz jest rowny .

Ponizej przyktady obliczania sum n poczatkowych wyrazow takich ciggow.

e lt gttty tatoypt..to =2

e l+ 3+ F+H+art gttty =35

cl+ g+ ptgta Tt tE =5
Przyktad 3

Kwadrat o boku a rozci¢to na dwa prostokaty o rownych polach. Jeden z tych
prostokatow rozcieto na dwa jednakowe kwadraty, z ktorych jeden rozcieto znowu na
dwa prostokaty o rownych polach itd.




W ten sposob otrzymano ciag figur — na przemian prostokatow i kwadratow o polach:

Plzéa-a:%a,2

Pzzéa-%az%cﬁ
Pg—%a-%azécﬁ
Py=Zta-ta=2Lta?
Pg,-%a-%a:%az

Ciag liczb okreslajgcych pola tych figur:

2 1.2 1.2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
24,70 ,5ad, 764,35, ..., 3@, ...

jest ciggiem geometrycznym nieskonczonym o pierwszym wyrazie %a2 iilorazie g = %
Zauwazmy, ze gdybySmy dodali dowolnie duzo tych wyrazow do siebie, np. sto tysiecy, to
i tak otrzymana suma nie bedzie wieksza od a? (wszystkie figury mieszczg sie

w kwadracie o boku a).

Przyktad 4

W kwadrat o boku a wpisano koto. W koto to wpisano kwadrat, w ktory znow wpisano
koto, itd. W ten sposob okreslony zostat cigg kwadratow. Obliczymy dtugos¢ boku i pole
dziesigtego z tak otrzymanych kwadratow.



Niech (a1, as, as, ...)bedzie ciggiem, ktérego wyrazami sg dlugosci bokow kolejnych
kwadratow.

Zauwazmy, ze promien r kota wpisanego w n-ty kwadrat réwny jest potowie przekatne;j
(n + 1)-go kwadratu.

Wynika z tego, ze;

a; = a
G/QI%

ag =% =%
==
a5:%:%
%= 5= 3

Whnioskujemy, ze cigg, ktorego wyrazami sg dtugosci bokow kolejnych kwadratow, to:

QX & _a_ a _a_
T2 27 9y 40 g2

Jest on ciggiem geometrycznym, ktérego pierwszy wyraz jest rowny a, natomiast iloraz
ciagu jest rowny q = %



Wzor ogdlny ciggu mozna wiec zapisa¢ w postaci

a, —

Obliczamy dziesigty wyraz tego ciggu, czyli dtugo$¢ boku dziesigtego kwadratu.

a a

(ﬁ)g 16v/2

Niech (by, by, b3, ...) bedzie ciggiem liczb okreslajacych pola kolejnych kwadratow.

Zatem:
b1:a2
by = &
by = &
by =%
bs = &
b = %4

Cigg liczb okreslajgcych pola kolejnych kwadratow

2 @ & & & & a’

a’aTvTv?al_Gv:}_Q""v on—19

stanowi cigg geometryczny nieskonczony o pierwszym wyrazie a? i ilorazie ¢ = %

Whioskujemy, ze wzor ogdlny ciggu (b, ) mozna zapisa¢ w postaci

Obliczamy pole dziesigtego z tak otrzymanych kwadratow.

a2 2

I — a
by = 29 — 12

Odpowiedz:

Dlugosc¢ boku dziesiatego kwadratu jest rowna #\/g, a pole 5‘11—22

Utamki dziesietne okresowe


javascript:void(0);

Niektore utamki zwykle majg rozwiniecia dziesigtne okresowe. Na przyktad:

5 =0,11111...
2 =0,6666...
o =2,8333...

5
= = 0,135135135. ..

Kazda z tych liczb mozna zapisa¢ z wykorzystaniem sumy wyrazow odpowiedniego ciaggu

geometrycznego niekonczonego.

=0,(1) =0,1+0,01+ 0,001+ 0,0001+...

©o|~=

2 =0,(6) =0,6+ 0,06+ 0,006 + 0,0006+. . .
il =2,8(3) = 2,8+ 0,03 + 0,003 + 0,0003+. ..

35—7 =0, (135) = 0,135 + 0,000135 + 0,000000135+. ..

Przyktady innych ciggéw geometrycznych

Bardzo czesto w interpretacji zagadnien zwigzanych z ciggami geometrycznymi, pomagajg

rysunki.
Ponizej dwa klasyczne zadania tego typu.
Przyktad 5

Spirala (patrz rysunek) sktada si¢ z siedmiu potokregow o srednicach odpowiednio
rownych 250, 150, 90, 54, . ..

/D




Obliczymy dtugosc¢ tej spirali.

Zauwazmy, ze dlugosci Ssrednic potokregow, z ktorych skiada sie spirala, tworza

siedmiowyrazowy ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 250 i ilorazie
150 __ 3

250 — 5°
Zatem i dtugosci potokregow, z ktorych zbudowana jest spirala, beda tworzyly pewien
cigg geometryczny, oznaczmy go (dy,).

Przy czym pierwszy wyraz tego ciggu bedzie rowny 2520” = 125m, ailoraz bedzie nadal

rowny %

Obliczymy kolejne wyrazy ciagu (d,,).

dy = 1257

dy = 2 - 1257 = 757
d3—%~757r:457r
d4—%-457r:277r

ds = 2 -27m =16,2m

ds = 2 -16,2r =9, 727
dr =2 -9,72m = 5,832n

Dtugos¢ spirali wynosi:
1257 + 757 + 457 + 27m + 16,27 + 9,727 + 5, 8327 = 303, 7527.
Przyktad 6

Dany jest trojkat rownoboczny 17 o boku dtugosci a. Rysujemy kolejno trojkaty
rownoboczne 15, T3, Ty, . . . tak, ze dtugos¢ boku kolejnego trojkata jest rowna wysokosci
poprzedniego trojkata. Obliczymy pole dziesigtego tak utworzonego trojkata.


javascript:void(0);

Aby obliczy¢ dtugosci bokow kolejnych trojkatow, korzystamy ze wzoru na wysokos¢
av3

trojkgta rownobocznego o boku a: h = =5

Oznaczmy:
ai, as, as, . .. — dlugosci bokoéw kolejnych trojkatow,
hi, ha, hs, . .. — wysokosci kolejnych trojkagtow.

Wtedy:

a; =a

az_hl_a\z/g
a3—h2_a23.§:%a
ay=hy = fa @ZP’T\/ECL

Zauwazmy, ze dtugosci bokow kolejnych trojkatow tworzg cigg geometryczny
o pierwszym wyrazie a i ilorazie g = %

Obliczamy dlugos¢ boku trojkata Th.
9
wo=a- ()

Korzystajgc ze wzoru na pole trojkata rownobocznego, obliczamy pole trojkata T7y.



_ 972 —
o [o ()] - -1

_ 19683v3 2
Pro = Togsrs " @
Odpowiedz:
Pole dziesigtego trojkata jest rowne % -a’.

Stownik
ciag geometryczny

ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie rozwiaz Polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D77U6DIO5

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciagow geometrycznych.

Polecenie 2

Na rysunku przedstawiono fragment ,fali” utworzonej z nieskonczenie wielu pétokregéow, przy
czym Srednica kazdego nastepnego poétokregu jest rowna potowie Srednicy poprzedniego
potokregu. Dtugosc Srednicy pierwszego pétokregu jest rowna 16. Oblicz dtugosé fali”
utworzonej z 5 poczatkowych kolejnych poétokregdw.

KJ \ Y
16

A
Y



https://zpe.gov.pl/a/D77U6DlO5

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem. Na rysunku przedstawiono okrag o promieniu 1.
8

Nastepnie narysowano okregi Oy, O3, Oy, . .. o promieniach odpowiednio réwnych % %, s

.. .. lle bedzie réwny promien dziewigtego okregu z tak utworzonych okregéw?




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku ponizej przedstawiona jest graficzna interpretacja nieskonczonej sumy

1
odwrotnosci naturalnych poteg liczby dwa (poczawszy od (%) ).

DO | —
H~ | =

A

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Na podstawie rysunku wnioskujemy, ze suma ta jest
rowna:

O %

O
b=



Cwiczenie 3

Oto graficzna interpretacja rozrastania sie kolonii pewnych bakterii.

1 pokolenie
7 2 pokolenie
) )

3 pokolenie

COC € 0O Q0 C© © 4pokolenie

Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

W széstym pokoleniu powstang nowe bakterie. Jesli przyjmiemy, ze zadne

bakterie nie ging, to tacznie z szostym pokoleniem, kolonia bakterii bedzie liczyta

bakterie.




Cwiczenie 4 Q@

Na podstawie rysunku zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

1+11 1 1 1
3 9 27 3 9 27

w |
Wl
O|

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

. . , 100
[:] Setny wyraz tego ciggu jest rowny (%) .

0 llustracja przedstawia tworzenie sumy kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego
o ilorazie %

) Moznazauwazy¢,ze + < 3r + 3 + 37 + ... + 300 < 3.

(] Osmy wyraz tego ciagu jest o % wiekszy od wyrazu siédmego.

Cwiczenie 5 O

Potacz w pary utamek dziesietny i odpowiadajaca mu sume.

4’ (4) % + 130 + 10400 + 10300 +...
4,0(4) 4+ 0,04 + 0,0004 + 0,000004 + ...
0, (4) 4+0,4+0,04+0,004 + ...

4 4 4 4
4,(04) T+ To0 T Tooo + Toooo -



Cwiczenie 6 O

Uzupetnij tabelke kilku kolejnych naturalnych poteg liczby 5 i sum tych kolejnych poteg. Wpisz
odpowiednie liczby.

50 5t 52 53 54 Kolejne wyrazy ciggu

1 +9 +25 | +125 | +625 g 20 Kolejne wyrazy sumy

.................

= 156 1+5+25+

.................

_ 145425+ 125+ 625 = 0'4—1




Cwiczenie 7

Sumy liczb w kolejnych poziomych wierszach trojkata Pascala tworzg pewien ciag

geometryczny.
0 1
1 I 1
2 r 2 1
3 1 3 3 1
4 I 4 6 4 1
D 1 5 10 10 5 1
§ I 6 15 20 16 6 1
7 17 21 3 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8§ 1
9 1 9 36 & 126 126 &4 36 9 1

Wypisz sze$¢ poczatkowych wyrazéw tego ciggu i podaj wzor ogolny ciggu.



Cwiczenie 8

Dany jest tréjkat rownoboczny T o boku dtugosci 64. Rysujemy kolejno trojkaty
réwnoboczne T5, T3, Ty, . . . tak, ze wierzchotek kolejnego tréjkata jest zarazem srodkiem
odpowiedniego boku poprzedniego tréjkata.

JAVAN

Oblicz pole siédmego tak utworzonego trojkata.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyklady ciagéw geometrycznych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa II lub III, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 zapisuje w postaci ciggu geometrycznego niektore zaleznosci liczbowe lub
geometryczne

» podaje interpretacje graficzng danych ciggow geometrycznych

 ustala pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego okreslonego w rozny sposob

» wykorzystuje wzory zwigzane z ciggiem geometrycznym do rozwigzywania problemow
geometrycznych i arytmetycznych

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

 technika Ishikawy
e poréwnania binarne
e wyScig biedronek

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, pracujac w grupach, korzystajac z techniki Ishikawy przedstawiajg
uzyskane dotychczas wiadomosci na temat ciggu geometrycznego. Przy czym na
gléwnych ,,08ciach” powinny by¢ zanotowane kluczowe informacje - na mniejszych
»08ciach” wynikajace z nich wnioski.

2. Przedstawiciele grup krotko przedstawiajg rezultaty prac grup.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach pracujg metoda poréwnan binarnych, starajgc si¢ na podstawie
znanych im informaciji o ciggach (w szczegodlnosci o ciggu arytmetycznym) opracowac
kilka przyktadow graficznego i arytmetycznego przedstawienia ciggow
geometrycznych.

2. Przy czym kazda para powinna znalez¢ co najmniej dwa przykiady (w tym co najmnie;j
jeden przyklad ciggu geometrycznego nieskonczonego) i opracowac tabele poréwnan
tych przykladow.

3. Po wypelnieniu tabeli, pary konfrontujg swoje zapisy z przykladami zapisanymi w sekcji
»Przeczytaj’. I ewentualnie modyfikuja swoje ustalenia. Nastepnie analizujg animacje
i opracowuja po jednym zadaniu podobnego typu, bazujac na wytworzonych wcze$niej
przykladach ciggow

4. Ochotnicy przedstawiajg rezultaty swojej pracy — zwracajg uwage na popetnione btedy,
ale tez nieszablonowe pomysty, dzielg si¢ przemysSleniami na temat trafnosci
prezentowanych propozycii.



Faza podsumowujaca:

1. Podsumowaniem zajec jest wyscig biedronek. Uczniowie pracujg nadal w parach,
rozwiazujac na przemian ¢wiczenia interaktywne. Kazda ,biedronka” posiada
poczatkowo 5 kropek. Jesli dobrze rozwigze zadanie, nie traci kropek, ale za kazde
bledne rozwigzanie traci jedng kropke. Uczniowie ktorzy po zakonczonym wyscigu
nadal posiadaja 5 kropek, mogg by¢ nagrodzeni dobrymi ocenami.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

3. Koncowy element to refleksje nauczyciela na temat pracy uczniow i ocena prac par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest zapoznanie si¢ z paradoksem Zenona z Elei (informacji o paradoksie
musza poszuka¢ w dostepnych Zrédlach) i zinterpretowac go na gruncie teorii zwiazanej
z ciggiem geometrycznym.

Materialy pomocnicze:
Cigg arytmetyczny i geometryczny zastosowanie
Wskazowki metodyczne:

Animacja jest dobrym materiatem do wprowadzenia w tematyke zwigzang z szeregami
geometrycznymi.
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