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Algorytmika pozwala rozwigzywac¢ wiele problemow, famigtowek czy zagadek. Wedle
jednego z dawnych podan doprowadzi rowniez do konca swiata.

Mowa o zagadce Wiez Hanoi. Jak glosi tybetanska legenda, mnisi w $wiatyni Brahmy
przekladaja 64 zlote krazki miedzy trzema stupkami. Gdy skonczg, nastgpi koniec swiata.
Obliczenie, ile czasu zajmie im rozwigzanie tej tamiglowki, pozwoli nam si¢ zorientowac,
czy powinniSmy juz zaczgc¢ si¢ martwic...

Do rozwigzania zagadki Wiezy Hanoi przydatna moze okazac¢ si¢ rekurencja ze wzgledu na
powtarzalno$¢ czynnosSci w algorytmie.

Implementacje omawianego algorytmu przedstawiamy w e-materiatach:

o Zagadka Wiez Hanoi w jezyku C++,
o Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Java,
» Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Python.

Wiecejzadan? Siggnijdo Zagadka Wiez Hanoi - zadania maturalne.
Twoje cele

e Wyjasnisz, na czym polega tamigtéwka Wiez Hanoi.
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e Przeanalizujesz rozwigzanie problemu dla wybranego przypadku.
» PrzeSledzisz zapisany za pomocga pseudokodu algorytm rekurencyjnego rozwigzania
zagadki Wiez Hanoi.



Przeczytaj

Popularyzatorem tamigtowki znanej jako Wieze Hanoi jest francuski matematyk Edouard
Lucas. Zajmowat si¢ on m.in. badaniem witasciwosci ciggu Fibonacciego (podat wzor na jego
n-ty wyraz) i opracowat wlasng metode sprawdzania, czy liczba naturalna jest liczba
pierwsza. Ide¢ Wiez Hanoi Lucas przedstawit w 1883 roku.

Na czym polega zagadka Wiez Hanoi?

Zagadka Wiez Hanoi polega na przeniesieniu n krazkow z jednego stupka na drugi. Musi
jednak zosta¢ spetnionych kilka warunkow:

» krazki muszg miec¢ rozne Srednice,

» wszystkie krazki poczatkowo s3 natozone na jeden ze stupkow,

» krazki sg utozone w kolejnosci od krazka o najwiekszej Srednicy (na dole stupka) do
krazka o najmniejszej Srednicy (na gorze stupka),

e jednorazowo mozemy przenieSc¢ tylko jeden krazek,

« nie mozna potozy¢ wiekszego krazka na mniejszym,

« mamy do dyspozycji dodatkowy, pomocniczy stupek, na ktéry mozemy tymczasowo
nakladac krazki.

Gdy wszystkie krazki znajdg si¢ na docelowym stupku, uznajemy problem za rozwigzany.
Ponizej zostal zobrazowany stan poczatkowy - wszystkie krazki znajdujg si¢ na stupku A,
a nastepnie stan koncowy - wszystkie krazki znajduja sie¢ na stupku C. Pomocniczym
stupkiem jest stupek B.

A B C
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Rozwigzanie iteracyjne
Zastanowmy sie, w jaki sposob rozwigza¢ zagadke Wiez Hanoi iteracyjnie.

Aby rozwigza¢ problem, krazki musimy przektada¢ na zmiane. Pierwszym krokiem jest
przeniesienie najmniejszego krazka ze stupka, na ktorym jest natozony, na kolejny stupek.
Kolejny stupek wyznaczamy w nastepujacy sposob:

 Jezeli liczba krazkow jest parzysta, kolejnym stupkiem jest stupek po prawej stronie,
czyli ze stupka A przenosimy na stupek B, ze stupka C na stupek A.

 Jezeli liczba krazkow jest nieparzysta, kolejnym stupkiem jest ten po lewej stronie, czyli
ze stupka A przenosimy na stupek Citd.

Drugi krok polega na tym, ze innym krazkiem wykonamy jedyny dostepny ruch, to znaczy
taki, w ktorym nie potozymy wiekszego krgzka na mniejszy.

Dwa powyzsze kroki powtarzamy tak dtugo, az wszystkie krazki znajdg si¢ na stupku C.

Kolejne etapy rozwigzania zagadki Wiez Hanoi dla trzech krazkow zostaly przedstawione
ponizej. Na czerwono zostaly oznaczone krazki, ktore bedziemy przenosi¢, natomiast na
fioletowo krazki, ktore zostaly wlasnie przeniesione.

1. Przektadamy najmniejszy krazek
na kolejny stupek (liczba krazkéw nieparzysta,
czyli kolejny krazek to krazek C)

2. Wykonujemy jedyny dostepny ruch
innym krazkiem niz krazkiem najmniejszym

= —_— =
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Jak wida¢ na powyzszym obrazku, wykonaliSmy siedem ruchéw w celu przeniesienia
trzech krazkow.

Buddyjska legenda a informatyka
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Dlaczego na lekcji informatyki w ogoéle zajmujemy si¢ uktadankg pochodzaca z czasow, gdy
nie istnialy jeszcze komputery? Oto6z Wieze Hanoi zbudowane sg podobnie do struktury
danych zwanej stosem, wykorzystywanej przez procesory podczas przetwarzania
informacii.

Tak jak w przypadku krazkow sktadajgcych sie na wieze, w stosie dostepny jest tylko
element znajdujacy sie¢ na samym jego szczycie. Jedyng roznica jest to, ze elementy stosu
majg postac ciggdw zer i jedynek, a nie krazkow. Procesory albo odkladajg dane na szczyt
stosu, albo pobierajg ze stosu odtozone tam elementy.

Rozwiazanie rekurencyjne

Zapisany za pomocg pseudokodu algorytm wykorzystujacy rekurencje wyglada
w nastepujacy sposob:

funkcja wiezaHanoi(n, A, B, C)
jezeli n > 0 wykonaj:
wiezaHanoi(n - 1, A, C, B)
wypisz: "Przeniesienie z" A "do" C
wiezaHanoi(n - 1, B, A, C)

Rekurencyjne rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi zawarte jest w trzech krokach:

1. W trzeciej linii pseudokodu wywotujemy rekurencyjnie funkcje wiezaHanoi. Ta
wywotlana rekurencyjnie funkcja zrealizuje nam przeniesienie n - 1 gornych krazkow
ze stupka A na stupek B. Na stupku A pozostanie n-ty, najwiekszy krazek. Reszta
krazkow bedzie natozona na stupku B.

2. W czwartej linii przenosimy n-ty krazek ze stupka A na stupek docelowy C.

3. W piatej linii ponownie wywotujemy rekurencyjnie funkcje wiezaHanoi, aby
przenieS¢ n - 1 krgzkow ze stupka B na stupek C, na ktorym potozony jest juz
najwi¢kszy krazek.

Ilustracja przedstawia kroki algorytmu rekurencyjnego dla szeSciu krazkow.
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Ztozonos¢ obliczeniowa
Liczba przeniesien pojedynczego krazka, ktore nalezy wykonac, aby rozwigzac¢ zagadke

Wiez Hanoi wynosi:
2" — 1
Na przykiad dla trzech krazkow liczba przeniesien wynosi:

2 - 1=8—-1=17

Zatem ztozonoS$¢ obliczeniowa algorytmu rozwigzania problemu Wiez Hanoi to:
O (2")

Jest to ztozonos¢ wyktadnicza, to znaczy ros$nie bardzo szybko wraz ze wzrostem liczby

krazkow, czyli parametru wejsciowego.

Stownik
funkcja rekurencyjna

funkcja, ktora wywotuje sama siebie az do momentu osiggniecia przypadku bazowego

iteracja
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stowo pochodzace od tacinskiego iteratio (powtarzanie); oznacza powtarzanie w petli
tych samych instrukciji, az do spelnienia pewnego warunku
myslenie rekurencyjne

myslenie, ktore polega na tym, ze warto$¢ pewnejwielkosci obliczana jest poprzez
odwotlanie si¢ do wielkosci okreslonych dla mniejszych wartosci parametrow
przypadek bazowy

warunek w funkcji rekurencyjnej, po spetnieniu ktérego funkcja nie wywotuje same;j
siebie po raz kolejny
przypadek rekurencyjny

warunek w funkcji rekurencyjnej, po spetnieniu ktorego funkcja ponownie wywotuje
siebie samg
rekurencja

sytuacja, w ktorej funkcja wywotuje samg siebie az do napotkania przypadku
podstawowego
stos

struktura danych, w ktorej informacje pobierane s3 z wierzchotka i odktadane na
wierzchotek; struktura typu LIFO (Last In, First Out - ostatni na wejSciu, pierwszy na
wyjsciu)

zagadka Wiez Hanoi

problem, polegajacy na przeniesieniu wiezy z krgzkow z jednego stupka na drugi, przy
czym mozna przenosic tylko po jednym krazku z wierzchu stosu; nie jest dozwolone
potozenie wigkszego krazka na mniejszym

ztozonos¢ wyktadnicza

ztozono$¢, ktora jest okreslona za pomoca funkcji wyktadniczej, rosnie w zaleznos$ci od
rozmiaru danych wejsciowych n



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Sprawdz swoja wiedze, biorgc udziat w grze.

Test

Sprawdz swoja wiedze o zagadce Wiez Hanoi, biorac udziat w grze

Poziom trudnosci: Limit czasu:

tatwy /7 min

Twoj ostatni wynik:

Uruchom

Polecenie 2

Wybeirz jedno z zagadnien wystepujacych w quizie i opisz je szczegdtowo.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1
Dokoncz zdanie.
Algorytm rozwigzywania problemu Wiez Hanoi konczy sie, gdy...

krazki beda utozone w kolejnosci od najwiekszego do najmniejszego.

przetozymy najmniejszy krazek na kolejny stupek.

stupek pomocniczy zostanie wypetniony.

O O O O

wszystkie krazki znajda sie na docelowym stupku.




Cwiczenie 2 ¢
Wskaz, ktéra ilustracja przedstawia sytuacje po poprawnie wykonanym pierwszym kroku
algorytmu rozwigzywania problemu Wiez Hanoi dla szesciu krazkow?

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 3

®

Zaznacz, ktore sposrdd operacji sg zabronione na elementach przedstawionych na ilustracji.

o o O

0

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

A

Przeniesienie zC do A
Przeniesieniez B do C
Przeniesienie zA do B

Przeniesienie zA do C

Cwiczenie 4

Wskaz, ile ruchéw potrzeba do rozwigzania zagadki Wiez Hanoi dla 11 krgzkow.

o o o o O O

15

2047

1024

21

1023



Cwiczenie 5 O

Zdecyduj, jaka jest ztozono$¢ algorytmu rozwigzania problemu Wiez Hanoi.

() kwadratowa
() wielomianowa
() logarytmiczna

() wykfadnicza

Cwiczenie 6 @
Uporzadkuj kolejne kroki pseudokodu algorytmu rekurencyjnego rozwigzywania problemu Wiez
Hanoi.

wypisz: "Przeniesienie z" A "do" C =
jezeli n > 0 =
WiezaHanoi(n - 1, B, A, C) =
WiezaHanoi(n - 1, A, C, B) =
WiezaHanoi(n, A, B, C) =
Cwiczenie 7 @
Uporzadkuj kolejne kroki algorytmu rekurencyjnego rozwigzania problemu Wiez Hanoi dla
dwoch krazkow.
TR S R Ae o
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Cwiczenie 8
Wskaz przeniesienie, ktdre nastapi jako kolejne w algorytmie problemu Wiez Hanoi
przedstawionym na ilustraciji.

() zAdoC
() zCdoB
() zAdoB
() zCdoA
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Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Zagadka Wiez Hanoi

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Wyjasnisz, na czym polega tamigléwka Wiez Hanoi.



e Przeanalizujesz rozwigzanie problemu dla wybranego przypadku.
o PrzeSledzisz zapisany za pomocg pseudokodu algorytm rekurencyjnego rozwigzania
zagadki Wiez Hanoi.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Zagadka Wiez Hanoi”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami w sekciji
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel zadaje uczniom pytania:
o na czym polega zagadka Wiez Hanoi?
o co tojest rekurencja?
o co tojestiteracja?
o na czym polega ztozono$¢ wyktadnicza?
2. Nauczyciel wySwietla temat i cele zaje¢. Prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci
zdobytych przed lekcja zaproponowali kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:



1. Uczniowie w parach dyskutujg na temat tego, czy zagadke Wiez Hanoi mozna
rozwiagzac i rekurencyjnie, i iteracyjnie. Chetne lub wybrane osoby uzasadniaja swoje
stanowisko.

2. Praca z multimedium. Uczniowie pracuja w parach. Odpowiadaja na pytania z sekcji
»Gra edukacyjna”

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonujg indywidualnie éwiczenia nr 1-8 z sekcji
»Sprawdz sie”, a nastepnie dzielg si¢ wynikami swojej pracy z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwinig¢cie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /tem sig jak...”.

Praca domowa:

1. Poszukaj informaciji na temat innych zagadek, ktore rozwigza¢ mozna, wykorzystujac
algorytmy iteracyjne lub rekurencyjne.

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzysta¢ multimedium w sekcji ,,Gra edukacyjna” do
przygotowania si¢ do lekcji powtorkowe;j.

» Uczniowie mogg przygotowac notatke na temat tego, jak zmienia sie ztozonos¢
czasowa algorytmu w zaleznosci od liczby krazkow.



