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Pojecie silni

Zrédto: geralt, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W matematyce uzywamy roznych dziatan. Zapewne dotychczas najczesciej spotykates sie
z dziataniami dwuargumentowymi czyli takimi, do ktorych potrzebujemy dwoch liczb.
Nalezg do nich: dodawanie (potrzebne sg dwa sktadniki), odejmowanie (potrzebne sa
odjemna i odjemnik), mnozenie (potrzebne sg dwa czynniki), dzielenie (potrzebne sa
dzielna i dzielnik), potegowanie (potrzebne sg podstawa i wykladnik). Znasz tez juz
zapewne dzialania jednoargumentowe czyli takie, do ktorych wykonania potrzebna jest
jedna liczba. Nalezg do nich: zwiekszanie o 1 (jedng liczbe x zwigkszamy o 1 i otrzymujemy
wynik z + 1), podwajanie (jedng liczb¢ x podwajamy i otrzymujemy wynik 2z, wyznaczanie
warto$ci bezwzglednej (aby obliczy¢ warto$¢ bewzgledna |x| wystarczy jedna liczba ),
podnoszenie do kwadratu (wystarczy jedna liczba x, ktorg podnosimy do kwadratu

i otrzymujemy wynik z%). W tym rozdziale poznasz kolejne dzialanie jednoargumentowe,
ktére mozna wykonac¢ na dowolnejliczbie naturalne;.

Twoje cele

» Obliczysz silnie z liczby naturalne;j.
o Wyznaczysz liczbe zer na koncu liczby zapisanej przy pomocy silni.



Przeczytaj

Kiedy w matematyce czesto pojawia si¢ jakie§ wyrazenie lub dzialanie, matematycy probuja
uproscic¢ zapis szukajac jakiegos skrotu lub wprowadzajgc nowy symbol. Okazuje sie, ze

w kombinatoryce, analizie matematycznej, matematyce dyskretneji innych dziatach
matematyki pojawiajg si¢ wyrazeniatypu:1-2-3-4-5,1-2-3-...-31-32- 33, czyli
iloczyny kolejnych liczb naturalnych, w ktorych najmniejszym czynnikiem jest liczba 1.
Christian Kramp (francuski lekarz i matematyk) uznal, ze wprowadzenie nowego dziatania
i oznaczenie go symbolem ! uprosci zapis skomplikowanych mnozen.

Definicja: silnia z liczby n (lub “silnia liczby ")

iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n. Oznaczamy jg n! I czytamy “n silnia”
Z przyczyn praktycznych umawiamy sie ponadto, ze 0! = 1.

Definicje silni liczby naturalnejn mozemy réwniez zapisa¢ symbolicznie:

0l=1
nl=1.2-3...-(n—2)-(n—1)-n, ne N,

Przydaje si¢ rowniez (zwtaszcza w informatyce) definicja rekurencyjna silni:

0l=1
nl=(n—-1)!n, neN,

Przyktad 1

Obliczymy silnie kilku liczb naturalnych:
0! = 1 (z definiciji)

1! = 1 (z definicji)

21=1.2=2

31=1-2-3=6

4 =1-2-3-4=24
5!=1-2-3-4-5=120
6!=1-2-3-4-5-6="720

Zwr6¢ uwage na to, jak szybko rosna liczby pod wptywem silni. Ponizej znajduje si¢
wykres, ktory to obrazuje. Znajduje sie tam kilka punktow, ktorych drugie wspotrzedne sg
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rowne silniom z ich pierwszych wspotrzednych.
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Przyktad 2
Zbadamy, ile kolejnych koncowych (liczgc od rzedu jednosci) zer ma liczba 24!.

Z definiciji silni wynika, ze
24!=1-2-3-4-5-...-9-10-11-...-14-15-16-...-19-20-21-22-23-24

Zauwazmy najpierw, ze zero na koncu liczby bierze si¢ z pomnozenia liczb 21 5

(2 -5) = 10. Kazdy z czynnikow 10 i 20 wygeneruje jedno koncowe zero. lloczyn liczb 15
i 4 (czyli 60) rowniez spowoduje pojawienie si¢ zera na koncu liczby. Zatem liczba 24!
konczy sie czterema zerami.

Zauwazmy jeszcze, ze aby uzyskac¢ poprawny wynik, w iloczynie 2 - 5 liczb¢ 2 mozna
zastgpi¢ dowolng liczba parzysta niepodzielna przez 5 wystepujaca w rozkladzie 24!.
Podobnie w iloczynie 15 - 4 czynnik 4 mozemy zastapi¢ przez dowolng liczbe parzysta
niepodzielng przez 5 wystepujaca w rozkladzie na czynniki liczby 24!,

Przyktad 3

Obliczymy wartosci liczbowe wyrazen zawierajacych silnie.
(5-3)l =21 =2

5! —3!=120—-6 =114

(6—2)! =4l =24



6! — 20 =720 — 2 = 718
(3+2)! = 5! =120
31 +20=6+2=38

(4 +2)! = 6! = 720

Al +21=2442 =26
Czasami w matematyce uzywa sie rowniez tzw. podwojnej silni.
Definicja: podwadjna silnia z liczby n

Iloczyn wszystkich liczb naturalnych dodatnich o tej samej parzystosci con
niewiekszych od n. Oznaczamy jg n!! i czytamy “n podwojna silnia”. Ponadto

wprowadzamy umowe, ze 0!! = 1.

Definicje podwojnej silni mozemy zapisaC nastepujgco:

oNn=1

m=1

nl=n-(n—2)-(n—4)-...-5-3-1,dlanieparzystych liczb naturalnych n
nl=n-(n—2)-(n—4)-...-6-4-2, dlaparzystych liczb naturalnych n

Podwojna silnia liczby naturalnejn ma tez definicje rekurencyjna:
ont=1

M=1

n!l = n - (n — 2)!!, dlaliczb naturalnych n wiekszych lub rownych 2
Przyktad 4

Obliczymy:

5I!=5-3-1=15

6!!=6-4-2=48

Wazne!

Zauwazmy, ze liczba n!! nie jest rowna liczbie (n!)!.

Naprzyklad 4!l = 4.2 = 8, za§ (4!)! = (24)! =1-2-3-...-22.23 .24,
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Stownik
silnia liczby naturalnej n

iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n wlacznie, oznaczamy ja n! (czyt. “n
silnia”); przyjmujemy dodatkowo, ze 0! = 1

podwadjna silnia liczby naturalnej n

iloczyn wszystkich liczb naturalnych o tej samej parzystosci co n, od 1 do n wigcznie,

oznaczamy ja n!! (czyt. “n podwojna silnia”); przyjmujemy dodatkowo, ze 0!! =1



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, ktéra przypomina definicje silni, a nastepnie rozwigz zadania

ponizej.

Polecenie 2

Potacz w pary wyrazenia zawierajace silnie i ich wartosci liczbowe.

(24 3)! 8
(2-3)! 1
21. 3! 4
31— 2! 720
(3 —2)! 12

2! 4+ 3! 120



Polecenie 3

Oblicz wartosci wyrazen. Wynik wpisz w postaci dziesietne;j.

Dziatanie

Wynik

214+ 214 2!

11+ 2! + 3!

2.4

4!-2

3!+ 3!+ 3!

3!-3

(31!

(5 —0)!

5! — 0!




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz prawidtowy wynik.

(] 11=1
(] 4! =26
) o'=0
] 21=2
(] 31=6
] 6!'=120
(] 5!'=120
(] 7'=5040



Cwiczenie 2

Potacz w pary dziatanie i jego wynik.

4!. 5 18
5!.5 600
3!-3 24
21.3.4 720
41 .4 120
4!-5-6 96

Cwiczenie 3

Oblicz i podaj wynik w postaci dziesietne;j.

4 -3 =
(4-3) =
51— 31 =
(5—3)! =
5l — 4] =
(5—2)! =




Cwiczenie 4

Potacz w pary dziatanie i jego wynik.

6! — 5!
5! + 3!
5! — 0!
5! — 2!
4! 4 2!
6! — 4!

Cwiczenie 5

Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej liczby.

(4+1)!

7 — 2l

6! — 1!

4! + 1!

5! 40!

2! 4 3!

119

118

600

696

126

26

114

114

O

O

O

O



Cwiczenie 6

lle kolejnych zer ma na koncu (liczac od rzedu jednosci) kazda z liczb? Wpisz poprawng
odpowiedz.

4!

9!

10!
11!
12!
13!
14!
15!
24!
25!

Cwiczenie 7

Oblicz i podaj wynik w postaci dziesietne;j.

4l =| |

10! =| |
61 =
ol =
=




Cwiczenie 8

WoYybierz poprawng odpowiedz.

12 || nie || tak || 0 || nie||tak || tak|| 1] nie|[0| 1]]2]




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pojecie silni

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

« oblicza silni¢ z liczby naturalnej,
» wyznacza liczbe zer na koncu liczby zapisanej przy pomocy silni.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,,Infografika” i ¢wiczenia
interaktywne;

» dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Pojecie silni” oraz celow lekciji, a nastepnie
okreslenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznajg si¢ z trescig polecenia nr 1, Zapoznaj
sie z infografikg, ktora przypomina definicje silni, a nastepnie rozwiaz zadania ponize;j”
z sekciji ,Infografika” i zawartym w niej materiatem.

2. Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnosc¢ ich wykonania , omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng para uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/tem si¢ jak...”.



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych
» Reguta mnozenia, reguta dodawania

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Infografika” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy powtorzeniu
materialu w temacie ,Pojecie silni”
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