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Uktady rownan - co to takiego?

Zrédto: Egor Myznik, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Kilka tysiecy lat temu, miedzy Eufratem, a Tygrysem, rozwijata si¢ prawdopodobnie
najstarsza cywilizacja na Swiecie. To wtasnie tam, w starozytnym Babilonie, zyli matematycy,
ktorzy pierwsi rozwigzywali uktady rownan.




Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Podczas wykopalisk archeologicznych odnaleziono gliniane tabliczki. Uktady rownan
zapisane s3 na nich pismem klinowym, nie przypominaja uzywanych przez nas symboli
matematycznych. Jednak uzywane przez starozytnych Babilonczykow metody
rozwiazywania ukltadoéw rownan sa bardzo zblizone do tych, ktére stosujemy obecnie.

Twoje cele

o Sformutujesz definicje uktadu rownan.

o Sprawdzisz, czy dane liczby sa rozwigzaniem ukladu réwnan.

o Sformutujesz definicje rozwigzania uktadu rownan.

» Przedstawisz graficzng ilustracje uktadu rownan pierwszego i drugiego stopnia
z dwiema niewiadomymi.

o Odczytasz liczbe rozwigzan ukladu rownan na podstawie jego ilustracji graficzne;.



Przeczytaj

Definicja: Uktad rownan
Uktadem rownan nazywamy koniunkcje co najmniej dwoch réwnan.

Aby rozwiagza¢ uklad rownan, nalezy znalez¢ wszystkie uklady liczb spetniajgce
jednoczesnie wszystkie rownania sktadowe danego uktadu rownan.

Lub ustali¢, ze takich liczb nie ma.
Przyktad 1
Znajdzmy rozwigzania ukladu rownan

2+z+y=12

T—y=—2
2 =9
Z trzeciego rownania mozemy obliczy¢ x = —3 lub z = 3.

Drugie rownanie przeksztalcamy rownowaznie tak, aby wyznaczy¢ z niego y.
T—y=—2

y=x+ 2

Awtedyy=—-3+2=—-1luby=3+2=05.

Teraz przeksztalcamy trzecie rownanie i wyznaczamy z niego wartoS¢ zmienne;j z.
2r+y=12

2=12— (z +y)

Stad:

Z2=12-(-3-1)=124+4=16= 2= —4lubz =4

lub

Z2=12-(3+5)=12-8=4=2=-2lubz =2

A zatem otrzymaliSmy cztery trojki liczb, ktore sa rozwigzaniami tego uktadu rownan:




r=—3 r= -3 r =23 =3
y=—1llub{y=—-1lubdy=5 lub<{y=>5.
z=—4 z2=14 z2=—2 z2=2

Co mozemy tez zapisa¢ w postaci: (—3, —1, 4),(-3, —1, —4),(3, 5, —2),(3, 5, 2)

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem ukladu réwnan nazywamy odpowiednio pare, trojke, czworke itd. liczb
spetniajgcych kazde z rownan sktadowych danego ukladu rownan.

Przyktad 2

Sprawdzimy, ktore z czworek liczb (3, —2, 2, —1),(-3,2, —2, —1),
(3, —2, 2, 1) spelniajg uktad rownan

r+yt+z+tt=4

tr=z—vy
t2=1
x+z=y+7

Rozpatrzmy czworke liczb (3, — 2, 2, — 1), czyli

[m:3

y=—2
z=2
t=-1

Sprawdzamy wartosci liczbowe wyrazen znajdujacych sie po lewej stronie kolejnych
rownan sktadowych i poréwnujemy je z wartosciami liczbowymi znajdujacymi si¢ po
prawej stronie tych rownan.

Li=z+y+z2+t2=3+(-2)+2+(-1)°’=4=P =L, =P,
Ly=t*+z=(-1)"+3=4
P=z—y=2—(-2)=4=L=P,

Ly=t"= (-1’ =1

P;=1= L3 =P;

Li=xz+2=3+2=5

Po=y+7=-2+7=5=Ls=PFP,


javascript:void(0);

A zatem ukiad liczb (3, — 2, 2, — 1) jest rozwigzaniem uktadu

[w+y+z+t2:4

ﬂ+m:z—y
t?=1
c+z=y+7

Sprawdzimy teraz czworke (—3, 2, —2, — 1), czyli

x=—-3
y=2
z=-2
t=-—1

Sprawdzamy wartosci liczbowe wyrazen znajdujacych sie po lewej stronie kolejnych
rownan sktadowych i poréwnujemy je z wartoSciami liczbowymi znajdujacymi sie po
prawej stronie tych rownan.

Li=z4y+z+t2=-34+2+(-2)+(-1)*=-2#4=P =L, #P,

A zatem ukiad liczb (—3, 2, — 2, — 1) nie spetnia pierwszego rownania. W tej sytuaciji
nie musimy juz sprawdza¢ pozostatych rownan - czworka liczb (=3, 2, — 2, — 1) nie
jest rozwigzaniem uktadu

r+yt+z+t? =4

tPtr=2—y
t? =1
T+z=y+7
Przejdziemy teraz do sprawdzenia, czy czworka (3, — 2, 2, 1) jest rozwigzaniem uktadu

rownan. Wiemy, ze

z=3
y=—2
z2=2
t=1

Sprawdzamy wartosci liczbowe wyrazen znajdujacych sie po lewej stronie kolejnych
rownan sktadowych i poréwnujemy je z wartosciami liczbowymi znajdujacymi sie po
prawej stronie tych rownan.

Li=z+y+2+t?=3+(-2)+2+12=4=P =L, =P,

Ly=t?4+z=124+3=4



Po=1=L;= P
Li=x+2=34+2=5
Pi=y+7=-2+7=5=L,=P,

A zatem uktad liczb (3, — 2, 2, 1) jest rozwigzaniem uktadu

c+y+z+tP=4

P tr=z— Y

t?=1

c+z=y+7
Przyktad 3

Nie kazdy ukiad rownan posiada rozwiazanie.

T+y=>5
Sprobujmy znalez¢ rozwigzanie uktadu rownan ¢ 2z —y = 4.
x—2y=2

Fatwo odgadna¢, ze wspolnym rozwigzaniem dwoch pierwszych rownan jest para liczb
(3, 2).

Jest to jedyne rozwiazanie uktadu tych rownan.

Para ta nie spetnia jednak trzeciego rownania sktadowego wyjsciowego uktadu rownan,
a zatem nie jest jego rozwigzaniem.

Nie istnieje wigc para, ktora spelnia jedoczesSnie wszystkie trzy rownania sktadowe.
Uktad ten nie ma zatem rozwigzania.

Taki uktad rownan nazywamy uktadem sprzecznym.

Przyktad 4

r2+3y—2=0

Znajdzmy rozwigzania ukladu rownan N
3z +9y =6

Widzimy, ze drugie rownanie powstaje z pierwszego, przez pomnozenie obu stron
réwnania przez 3.

Mozemy tez wyznaczy¢ y z pierwszego i drugiego rOwnania.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

22 +3y—2=0i322+9y =6

3y=2—-2*|:3i 9y=6 —322|: 3

y = 22" 3y=2—x21:3

y="53 1y= "3

OtrzymaliSmy to samo wyrazenie, wiec roOwnania sktadowe uktadu rownan sg
rownowazne.

7 . _ 2 . ’ 3 . . 4
Roéwnanie y = 2 53— ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

2 +3y—2=0

N réwniez ma nieskonczenie wiele rozwigzan
3z +9y =6

Zatem uklad rownan {

postaci

(33, 2_T“’2), z € R
Taki uktad rownan nazywamy uktadem nieoznaczonym.
Przyktad 5

Liczbe rozwigzan ukladu rownan mozna tatwo okresli¢, analizujgc interpretacije
geometryczne poszczegolnych rownan wchodzacych w skiad tego uktadu rownan.

Korzystamy tu z naszej wiedzy dotyczacej wykresow roznych rownan lub na podstawie
wzoru tworzymy tabelke, a nastepnie odpowiedni wykres.

Znajdzmy interpretacje geometryczng uktadu rownan i na tej podstawie okreslmy liczbe
jego rozwigzan.

y==z
a) Y= 2


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Narysowane wykresy majg dwa punkty wspolne, a zatem uktad réwnan ma dwa
rozwigzania.

Z wykresu mozemy odczyta¢ wspotrzedne tych punktéow - (0, 0) oraz (1, 1).

=0 =1
Podstawiajac do rownan sktadowych pary liczb {:1: oraz {x 1 mozemy sprawdzic,
y pr—

czy dokladnie odczytaliSmy rozwigzanie.

b){

S e
I
E~2|»—l & 8



javascript:void(0);

Istnieje tylko jeden punkt wspolny tych trzech wykresow, a wiec uktad rownan ma
dokladnie jedno rozwigzanie.

Stownik

uktad réwnan

koniunkcja co najmniej dwoch rownan

rozwiazanie uktadu réwnan

uktad liczb spetniajacych kazde z rownan sktadowych w tym uktadzie

réwnanie sktadowe

rownanie wchodzgce w sktad uktadu rownan

sprzeczny uktad réwnan

uktad rownan, ktory nie posiada rozwigzania

nieoznaczony uktad réwnan

ukiad rownan, ktory posiada nieskonczenie wiele rozwigzan



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj galerie zdje¢ interaktywnych przedstawiajaca graficzne interpretacje
przyktadowych uktadéw réwnan z dwiema niewiadomymi, w ktérych niewiadome wystepuja
w pierwszej lub drugiej potedze.

Polecenie 2

Na rysunku przedstawiono ilustracje geometryczng uktadu réwnan. Korzystajac z rysunku
zapisz uktad rownan, podaj liczbe jego rozwiazan i odczytaj wartosci ¢ i y.

Sprawdz algebraicznie poprawnosé¢ podanych rozwigzan.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz rozwiazanie uktadu réwnan { zyz = 4

Q (_2) o ]-7 2)
O (2, -1, —2)
O (21, 2)

O (2,1, —2)

Cwiczenie 2
Okresl prawdziwos¢ zdan.

Zdanie Prawda

Rozwigzaniem
nieoznaczonego uktadu
rownan z dwiema
niewiadomymi jest O
nieskonczenie wiele
uporzadkowanych par liczb.

Rozwigzaniem sprzecznego

uktadu réwnan z trzema

niewiadomymi moze by¢ O
uporzadkowana tréjka liczb.

22— 2=1

2+ 2y + 2= -4

Fatsz



Cwiczenie 3 ¢

Ktéry z uktadéw réwnan ma nieskoniczenie wiele rozwigzan? Zaznacz wtasciwe odpowiedzi.

22+ 12+ 22 =14
() Sz+y+2z=5
222 + 292 + 222 = 28

0 {(:c—2)2+(y—4)2:9

r =Y

r—y+z2=24
(] Sz+y+2=10
204+ 3y—z=15

2a +5b=6
D {—4a — 106 = —12
Cwiczenie 4

Ktory z uktadéw réwnan jest sprzeczny? Zaznacz wtasciwg odpowiedz.

x+y=>5
O {m-y:4

> +y=>5
O qz—¢y* =1

20 + 3y =5

x+2y=11
() sz+y=1

x+y=10

(z+y+2=24
O Rz—y+2z=10
2r+3y—2="7



Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Przyporzadkuj rozwigzanie do uktadu rownan.

y—3z=2zx —141

FT+2z=y+2 (21,7, 2)
c+2=30—y
Yo 9,10, 11
222 —3 =y +1 (9,10, 11)
z+y+2z=30
2 — y+ 3z =41 (3,2)
3 (@t+2)=y
T

2,4
{2w+y:8 (2,4)

Cwiczenie 7
Cwiczenie 8

y=a’+6z+6
3 i najej

Znajdz interpretacje graficzng réwnan sktadowych uktadu {
Y=+

podstawie okresl liczbe rozwigzan tego uktadu réwnan.



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Uklady rownan - co to takiego?

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.
IV. Uklady rownan.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukltadoéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych.

V. Funkcje.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomoca opisu stownego, tabeli,
wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na roznych przedziatach);

7) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem.
IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskie;j.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje punkt wspolny dwoch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,
w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych wiasno$ciach (takich jak na przykiad



przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspoiczynnik kierunkowy, rownolegtos¢ lub
prostopadio$¢ do innej prostej, styczno$¢ do okregu);

6) znajduje punkty wspolne prosteji okregu oraz prosteji paraboli bedacejwykresem
funkcji kwadratowe;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» formutluje definicje uktadu rownan
» sprawdza, czy dana para, trojka lub czworka liczb jest rozwigzaniem uktadu rownan
z dwiema, trzema lub czterema niewiadomymi
» zaznacza w ukladzie wspotrzednych wykresy rownan sktadowych uktadu rownan
z dwiema niewiadomymi
» odczytuje rozwigzania uktadu rownan na podstawie jego interpretacji geometryczne;j

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e analiza przypadku
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem galerii zdje¢ interaktywnych

Formy pracy:

o pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji



Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetno$ci zwigzane
z rysowaniem wykresow rownan danych réznymi wzorami.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach metoda analizy przypadku. Analizujg przyktady zawarte
w czesci ,Przeczytaj” i galerii zdje¢ interaktynych.

2. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.

3. Uczniowie wspolnie z nauczycielem omawiajg galeri¢ zdje¢ interaktywnych
i konsultuja wykonanie umieszczonego pod nig polecenia.

4. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krotko podsumowuje najwazniejsze informacje
z lekcij.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdazyli wykonac na lekcii.
Materialy pomocnicze:

» Uklad rownan z dwiema niewiadomymi - opisywanie zwigzkow miedzy wielkoSciami
za pomocg rownan

o Aplet

o Wykres funkciji

Wskazowki metodyczne:

Galeria zdje¢ interaktywnych moze by¢ wykorzystana przez uczniéw do utrwalenia
wiadomosci z lekcji. Moze tez by¢ pomocna na zajeciach poswieconych wiasnosciom
krzywych w uktadzie wspolrzednych.


https://epodreczniki.pl/a/uklad-rownan-z-dwiema-niewiadomymi---opisywanie-zwiazkow-miedzy-wielkosciami-za-pomoca-rownan/Dq2fsnXhM
https://epodreczniki.pl/a/aplet/De2NCGoLr
https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji/DMjeeayJi

