Wykres | wiasnosci funkcji tangens

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Symulacja interaktywna
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



i e M ammg?’

Zrédto: hert niks, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Znasz juz podstawowe wiasnosci funkcji y = tg x zwigzane z obliczaniem wartosci; sg to
wzory redukcyjne. W tym materiale wykorzystamy te wlasnosci do konstrukcji wykresu
funkcji y = tg x oraz opisu jej pozostatych wtasnosci.

Twoje cele

» Nauczysz sie rysowac¢ wykres funkcji y = tg x oraz opisywac jej wlasnosci: zbior
wartos$ci, miejsca zerowe, monotonicznosc.
» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ wykres funkcji y = tg z do rozwigzywania zadan.




Przeczytaj

Rozpoczniemy od narysowania wykresu funkcji y = tg .
Wykres funkcji y = tga w przedziale (0, %)

Zaznaczmy w ukiadzie wspolrzednych okrag o promieniu 1. Niech bedzie to okrag

o réwnaniu (z 4 2)? 4 32 = 1. Jego $rodkiem jest punkt C' = (—2, 0). Niech punkt D ma
wspotrzedne (—1,0). Przez punkt D poprowadzmy prosta m prostopadia do osi X. Jezeli
przez lezacy na danym okregu punkt A oraz przez punkt C' poprowadzimy prostg, to
przetnie ona prostg m w punkcie E. Niech a oznacza miare kata ostrego DC' A mierzona
w radianach.

Punkt B ma wspotrzedne (a, tga). Prosta przechodzaca przez punkt B i prostopadta do osi
X przecina te w punkcie F' = (a,0).

Zauwazamy, ze druga wspolrzedna punktu E to tga. Zatem odcinki DE i BF maja t¢ samag
dlugos¢ rowng tg a. Poniewaz punkt B ma wspotrzedne (a, tga), a zatem punkt B lezy na
wykresie funkcji y = tg a. Poruszajacy sie punkt B wyznacza wykres funkcji y = tga

w przedziale (0, %)

Otworzmy aplet, aby obserwowac catg konstrukcije.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DWQ3pJ3J9

Wykres funkcji y = tg a w przedziale (— 3, &)


javascript:void(0);
https://zpe.gov.pl/a/DWQ3pJ3J9

W poprzednim punkcie otrzymaliSmy wykres funkcji y = tga w przedziale (0, %)

Teraz skonstruujemy wykresy = tga dlaa € (— 5 0>. W tym celu wykorzystamy wzor:
tg(—a) = — tga dla dowolnejliczby rzeczywisteja # 5 + km, gdzie k € Z.

Wzor tg(—a) = — tga opisuje wlasnosc¢: srodkiem symetrii wykresu funkcji y = tga jest
punkt (0, 0). Oznacza to takze, ze funkcja tangens jest funkcja nieparzysta.
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Wykres funkcji y = tg a w calej dziedzinie
Zatem otrzymaliSmy wykres y = tg a w przedziale (— R %)

Chcemy teraz skonstruowac¢ wykres funkcji y = tga dlaa # 5 + km, gdzie k € Z. W tym
celu skorzystamy z kolejnej wtasnosci funkcji tangens: tg(a + ) = tga, dlaa # I + km,
gdzie k € Z.

Wiasnos¢ ta oznacza, ze wykres funkcji tangens powtarza si¢ co w. Zatem funkcja tangens
jest funkcja okresowa o okresie zasadniczym 1" = . Zwr6¢my uwage na to, ze okres nie

moze byc mniejszy niz m, gdyz funkcja w przedziale (— 7 %) o dtugosci 7 jest rosnaca.

Ponizej przedstawiamy wykres funkcji y = tg x w dziedzinie.
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Na podstawie wykresu opiszemy wiasnosci funkcji tangens.

Twierdzenie: o wiasnosciach funkcji tangens
Opiszmy wiasno$ci funkcji y = tgz, gdy z # 4 + km, gdzie k € Z.

1. Funkcja tangens jest funkcja okresowg o okresie zasadniczym 7' = .

2. Funkcija tangens jest funkcjg nieparzysta.

3. Zbiorem wartoSci jest zbior liczb rzeczywistych.

4. Funkcja tangens nie ma wartosci najwiekszej. Funkcja tangens nie ma wartosci
najmniejszej.

5. Miejscami zerowymi funkcji tangens sg argumenty: x = km, gdzie k € Z.

6. Funkcja tangens jest rosnaca w kazdym z przedziatow: (— 5 T km, 5+ kw), gdzie
ke Z.

7. Funkcja tangens nie jest rosngca w swojej dziedzinie.

8. Wykres funkcji posiada asymptoty pionowe o rownaniach: x = 4 + km, gdzie k € Z.

Twierdzenie: o wlasnosciach geometrycznych wykresu funkcji tangens
Opiszmy wtasnoSci geometryczne wykresu funkcji y = tgz.

1. Srodkiem symetrii wykresu funkcji tangens jest kazdy punkt o wspotrzednych
(£7,0), gdzie k € Z.
2. Wykres funkciji tangens nie posiada osi symetrii.

Dowadd

Ad. 1. Aby udowodni¢ te wiasnos¢ skorzystamy z nastepujacego warunku dotyczacego
srodka symetrii wykresu funkciji:
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Punkt (a, b) jest srodkiem symetrii wykresu funkcji y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnejliczby x z dziedziny zachodzi rowno$¢ 2b — f(z) = f(2a — z).

Zatem musimy pokazac, ze zachodzi rownosc:

2:-0—-tgx = tg(2 . (%) — m) dla dowolnejliczby rzeczywistejx # 5 + km, gdzie k € Z

, czyli ze
—tgx = tg(km — ).

Najpierw skorzystamy z okresowosci funkcji tangens: tg(km — ) = tg(—=), a nastepnie
z nieparzysto$ci funkcji tangens: tg(—x) = — tg(x), co konczy dowdd.

Ad. 2. Wykres funkcji tangens nie posiada osi symetrii, gdyz funkcja jest przedziatami
rosngca. Gdyby posiadata o$ symetrii, to dla kazdego przedziatu, w ktorym funkcija jest
rosnaca, istniatby przedziat, w ktorym funkcja jest malejgca.

Twierdzenie: o okresie zasadniczym funkcji y = ctg(ax + b)

Jezelia,b,c € Ria > 0orazc # 0, to okresem zasadniczym funkcji y = ctg(ax + b) jest

s

Dowdéd

Najpierw wykazemy, ze = jest okresem funkcji y = ctg(az + b).

ctg(a(z + ) +b) = ctglar + 7+ b) = ctg(az + b)

Sprawdzimy teraz, ze - jest okresem zasadniczym.

Przypus$cmy, ze istnieje liczba 0 < t < =, ktora jest okresem funkcji y = ctg(az + b).
Wowczas

ctg(a(z +t) + b) = ctg(ax + at + b) # ctg(azx + b),

gdyz at < m. SprzecznoSsc.

Przyktad 1
Podamy okres zasadniczy funkciji:

lLy=2tgzx
2.y=2tg(1z +3)
3.y = [tg(3 — 22)|

Rozwigzanie:



Wykorzystamy twierdzenie o okresie zasadniczym funkcji y = ctg(az + b).

1. Okresem zasadniczym funkcji y = 2tgx jest T' = .
2. Okresem zasadniczym funkcji y = 2 tg( T + 3) jestT = 27r
3. Okresem zasadniczym funkcji y = [tg(3 — 2z)|jest T = T

Przyktad 2

Podamy miejsca zerowe funkcji: y = 2 tg(3z — 2).

Rozwigzanie:

Funkcja y = tg = ma miejsca zerowe postaci ¢ = km, gdzie k € Z.

Zatem funkcja y = 2 tg(3z — 2) ma miejsca zerowe postaci 3z — 2 = kmr, czyli
x = % —i—%,gdziekEZ.

Przyktad 3

Ktora wartosc¢ jest wieksza: tg 5 4 czy tg 5 13” e ?

Rozwigzanie:

Poniewaz % € (0 )1%77r € (0 “) to z faktu, ze 1214” < 1237” i tego, ze funkcja

117 137
w1 <tg5r.

tangens w przedziale (0, % ) jest rosnaca wynika, ze tg
Przyktad 4

Dla jakich wartoséci liczb ujemnych a, b, ¢ funkcja y = a tg(bx + ¢) ma okres zasadniczy
rowny 4.

Rozwigzanie:

Zapiszmy funkcje w postaci y = —a tg(—bx — c¢). Skorzystamy z twierdzenia o okresie
zasadniczym funkcji tangens. Na podstawie twierdzenia stwierdzamy, ze okresem
zasadniczm naszej funkcji jest =

Z warunkow zadania otrzymujemy: — = 4, czyli b = ,aaicsgdowolnymi liczbami

ujemnymi.

Stownik
o$ symetrii wykresu funkcji

prosta x = a jest osig symetrii wykresu funkcji y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnejliczby z z dziedziny zachodzi rowno$¢ f(z) = f(2a — x)



radian

jednostka miary tukowej kata srodkowego o wyrazajaca stosunek dtugosci tuku, na
ktorym oparty jest ten kat, do dlugosci promienia okregu, dla ktorego kat « jest katem
srodkowym; zwigzek pomiedzy miarg stopniowg, a tukowg wyraza si¢ wzorem

af’] = f¢i[radian]

srodek symetrii wykresu funkcji
punkt o wspotrzednych (a, b) jest sSrodkiem symetrii wykresu funkcji y = f(z) wtedy

i tylko wtedy, gdy dla dowolnejliczby x z dziedziny zachodzi rownos¢:

% — f(z) = f(2a— z)



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Sprébujemy narysowac teraz wykres funkcji y = ctg x (czytamy: kotangens), ktéra mozemy

opisac jako: ctgx = 2% L dlaz # % gdzie k € 7. Z tej wtasnosci

.- Zatemctgx = ez

bedziemy korzysta¢ w toku dalszej pracy.
s

Wykres funkcji cotangens w przedziale (O, 5).

Symulacja interaktywna przedstawia sposéb powstawania wykresu funkcji y = ctgx
w przedziale (0, %)

Polecenie 2
Narysuj wykres funkcji cotangens w przedziale ( %, 7r).

Polecenie 3

Narysuj wykres funkcji cotangens w dziedzinie.

Polecenie 4

Na podstawie wykresu opisz wtasnosci funkcji y = ctg x, gdy x # km, gdzie k € Z.

Polecenie 5

Wskaz Srodki symetrii i osie symetrii wykresu funkcji y = ctg x.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Podaj dziedzine funkcji y = 2 tg(% — 35(3) + 1. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O x%%—%,gdziekez
O z#—F+ 5 gdziek € Z
O z# % — 2 gddekecZ

O z#—% + 1 gdziek € Z

Cwiczenie 2

Potacz w pary funkcje i zbiér jej miejsc zerowych.

y=tg2x %—t—%,gdziekez
y=—2tg(3z — ) %,gdziek cZ
y = tg24x b gdziek € Z

y=3tg(z+ §) 2L 4 kr, gdziek € Z




Cwiczenie 3

Uporzadkuj od najwiekszej do najmniejszej wartosci.

tgl

tg(—%)

Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie funkcje, ktérych okresem jest liczba t = %

() y=3tg(3z— %)

) y=tg*(4z +1)
y=tg(2z + 1) — tg(4x)
y =tg2x

y = tg(3x) + tg(m — 3z)

o o 0O 0O

y =tgdr

114

114

O

O



Cwiczenie 5

Przyporzadkuj funkcje do odpowiednich grup.

Funkcje rosnace w przedziale (%, 7r)

y:2tg(x+§) ’

y:2tg(7r—33)—3’

Funkcje malejace w przedziale (% , 71')

y=|2tgz| -3 |

y:2tgw—3’

J=Sigla )

Cwiczenie 6

y=—|5tgz|+3 ’

Wskaz wszystkie liczby ujemne.

o o 0o o 0O

0J

te(—)
tg 3
tg%

tg 57"

tg

Cwiczenie 7

Uzasadnij, ze punkt (—

2

5

, 1) jest srodkiem symetrii wykresu funkcji y = 2 tg(2ac -5

@

)+ 1.



Cwiczenie 8

Podaj przedziaty monotonicznosci funkcji y = — ctg 2z + 1.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasno$ci funkcji tangens

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus,
tangens;

Zakres rozszerzony 3) wykorzystuje okresowosc¢ funkcji trygonometrycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 rysuje wykres funkcji y = tg x oraz opisuje jej wtasnosci: zbior wartosci, miejsca
zerowe, monotonicznosc.
« analizuje i wykorzystuje wykres funkcji y = tg = do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
o dyskusja za i przeciw;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’”

Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Wykres i wlasnosci funkcji tangens” i celow
lekcji. OkreSlenie wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Symulacja
interaktywna”. Uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem i zapisujg ewentualne problemy
z jego zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tres¢
wspolnie wyjasniajgc zaistniate watpliwosci.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Wykres i wlasno$ci funkcji tangens”
i inicjuje krotkg rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli?
Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia
informacje.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wykres i wlasnosci funkcji tangens”).

Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

» Medium w sekcji ,,Symulacja interaktywna” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczgce analizy problemu w temacie ,Wykres i wlasnosci funkcji tangens”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

