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Na zdjeciu przedstawiony jest biurowiec w porcie w Hamburgu. Jest to
szesciokondygnacyjny budynek o charakterystycznym przekroju w postaci
rownolegtoboku i wystaje nad wode jak burta statku. Gtowna Sciana tego budynku to
rownolegtobok o dlugosci 134 metrow i wysokosci 25 metrow. Kat rozwarty jaki
tworzy ta Sciana z poziomym dachem wynosi 136 stopni. Czy potrafisz wyznaczyc¢

pole powierzchni $ciany gtowne;j?

W tym materiale omoéwimy roézne sposoby wyznaczania pola rownolegtoboku i ich

zastosowania.

Twoje cele

e Wyliczysz pole rownolegloboku na podstawie informacji o niektorych
elementach tego czworokata takich jak dtugosci bokow, przekatnych,
wysokoSci, miary katow.

e Zobaczysz powigzanie pol rownoleglobokow z polami trojkatow i innych
wielokgtow.

e Zastosujesz wiasnosci pola rownolegltoboku w zadaniach matematycznych

i praktycznych.



Przeczytaj

Na poczatek omowimy wiasnosci rownolegtoboku.

Na rysunku przedstawiony jest rownoleglobok ABC D z zaznaczonymi przekatnymi

i kagtami. Oznaczenia z tego rysunku wykorzystamy do opisu witasno$ci.

Zastosujemy oznaczenie d; na przekatng AC oraz ds na przekatna BD. Ponadto, niech
h, oznacza wysoko$¢ rownolegloboku opuszczong na bok a i niech hj oznacza

wysoko$¢ rownolegltoboku opuszczong na bok b.

Wiasnosci rownolegtoboku
1. Réwnoleglobok ma dwie pary bokéow réwnoleglych: DC || AB, BC' || AD.

2. Boki rownolegle majg rowne dtugosci: |DC| = |AB| = a, |AD| = |BC| = b.

3. Katy przeciwlegle maja rowne miary: <BAD = <BCD = q,
<ABC = <ADC = p.
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4. Suma katow sgsiednich jest réwna 180°: a 4+ 8 = 180°.

5. Przekatne przecinajg sie w potowie: |AS| = |SC| = @ =4,

BD
BS| = |sD| = B2 = 4.

6. Wilasnos$ci katow pod jakimi przecinajg sie przekatne: <CSD = <ASB = 7,
<ASD = «BSC = 180° — .

7. Z wlasno$ci funkgji sinus wnioskujemy: siny = sin(180° —y) oraz sin o = sin S.

Zalozmy, ze potrafimy wyliczy¢ pole trojkata. Pokazemy jak wtedy wyznaczy¢ pole
rownolegloboku.

Kazda przekatna dzieli réwnoleglobok ABC'D na dwa przystajace trdjkaty na mocy
cechy b — k — b: ABC przystaje do CDA oraz BAD do BCD.

Stad pole rownolegtoboku jest dwa razy wigksze niz pole jednego z tych trojkatow.
Z powyzszych rozwazan wyciggniemy wniosek, ze dwa trojkaty, ktore maja boki a i b,
gdzie w pierwszym trojkacie kat miedzy bokami wynosi o, w drugim S spelniaja

zalezno$¢ a = 180° —f maja rowne pola.

Rzeczywiscie, pole trojkata ABC jest rowne potowie pola rownolegloboku, podobnie

pole trojkata BC'D jest rowne polowie pola réwnolegtoboku.

Trojkat ABC ma boki a, b i kgt miedzy tymi bokami réwny (3, natomiast tréjkat BC'D

ma roOwniez boki a, b a kgt miedzy tymi bokami rowny a. Z wlasnosci 4, a + 8 = 180°.

Twierdzenie: pole réwnolegtoboku 1

Pole rownolegloboku jest rowne
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gdzie a jest dowolnym bokiem rownolegloboku, a h, jest wysoko$cia spuszczong

na ten bok.

Dowéd

Niech E' bedzie punktem przeciecia prostej poprowadzonej z wierzchotka D
rownoleglej do wysokosci z prostg zawierajaca bok AB. Wtedy czworokat
DCEE' jest prostokatem o polu rownym |DC| - |CE| = a - h,.

D C
hq
""""""" P A «a E B

Trojkaty BCE i ADE' sg przystajgce na mocy cechy przystawania b — k — b.

Stad pole réwnolegloboku P = Pagcp + Pece = Pagpcp + Paper = a - hy.

Przyktad 1

Jedna z wysokosSci w rownolegtoboku o polu 10 ma diugosc¢ 2, druga z wysokoSci
ma diugosc 4. Wyznaczymy dlugosci bokow.

Rozwigzanie

a-h,=a-2=10,wieca =5

b-hy=>0-4=10,wiecb=2,5

Zatem rownoleglobok ma boki dlugosci 51 2, 5.



W dowodzie twierdzenia sprowadziliSmy zadanie policzenia pola rownolegloboku do
wyznaczenia pola prostokata. Pokazemy jeden ze sposobow sprowadzenia zadania

policzenia pola rownolegloboku do wyznaczenia pola trojkata.

Przyktad 2

Niech ABC D bedzie rownolegtobokiem. Na prostej BC' zaznaczamy punkt B’
taki, ze | BC| = |CB'|. Wykazemy, ze pole rownolegloboku ABCD jest rowne
polu trojkagta ABB'.

Rozwigzanie

Prowadzimy odcinek B’ A. Niech punkt F' bedzie punktem przeciecia odcinka AB’
z bokiem DC.

Wtedy, z twierdzenia Talesa wynika, ze |CF| = @ oraz z twierdzenia

odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy, ze trojkaty CF B’ i DF A sg przystajace.

Stad wynika, ze pole rownolegtoboku ABC D jest rowne polu trojkata ABB'.

Twierdzenie: pole rownolegtoboku 2

Pole rownolegtoboku o bokach a, b i kacie o migdzy tymi bokami jest rowne

P = absin a.




Dowéd

absin a

Pole réwnolegloboku ABCD jest rowne P = 2Ppsp = 2 - =5~ = absina.

Prostokat jest rownoleglobokiem, wigc jego pole jest rowne

P = absina = absin 90° = ab.

Przyktad 3

Kat miedzy dwoma bokami rownolegltoboku o dtugosciach 5 ¢cmi6 cm ma miare

rowna 30°. Wyznaczymy pole tego rownolegtoboku.

Rozwigzanie

Obliczymy pole tego rownolegloboku podstawiajac bezposrednio do wzoru:
P=5-6-sin30°=30-1 =15

Twierdzenie: pole rownolegtoboku 3

Pole rownolegloboku o przekatnych d1, d2 i kacie v miedzy przekatnymi jest

rowne

P= %Sinv.

Dowdd




Pole rownolegtoboku ABCD jest robwne:

P = Pysp+ Pcsp + Pasp + Pcsp = 2Pasp + 2Pasp =

=2- 22 siny+ 22,2 5in (180" —7) = L% (siny + sin (180" —7)) =

Przyktad 4

Przekatne rownolegtoboku majg dlugosci 141 18, a kat rozwarty miedzy
przekatnymi jest 5 razy wiekszy niz kat ostry. Wyznaczymy pole tego

rownolegtoboku.
Rozwigzanie

: L o 180° .
Niech a bedzie miarg kgta ostrego. Wtedy a + 5a = 180, wieca = —— = 30",
Zatem P = 1418 . 5in 30° = 1118 — 63,

Zanim podamy kolejny wzor na pole rownolegtoboku przypomnimy, ze dwa
niezerowe wektory [a, a,), [bz, by] zaczepione we wspolnym poczatku
wyznaczaja rownolegtobok oraz ze niezaleznie od punktu zaczepienia,
rownolegloboki rozpiete na danych wektorach sg przystajace. Stad wynika, ze do
obliczenia pola rownolegloboku mozna zaczepi¢ wektory w poczgtku uktadu

wspolrzednych.

Twierdzenie: pole rownolegtoboku 4

Pole P réwnolegtoboku wyznaczonego przez dwa niezerowe wektory [a,, a,],

b2, by zaczepione we wspolnym poczatku jest rowne

P =|azb, — ayb,|.



Zamiast dowodu popatrzmy na rysunek:

Na rysunku przedstawiony jest réwnoleglobok ABDC rozpigty na wektorach
AC = lag,ay],1 AB = [b,, b,].
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Wtedy pole réwnolegloboku jest rowne polu prostokata AEFG pomniejszonego
o pole prostokata F'H DI, co wida¢ na rysunku.

PAEFG = |AG| . |AE| = Aag- by,PFHDI = ’FI| . ‘FH| = ay . bx
Zatem pole rownolegloboku jest rowne P = a,b, — a,b,.
Moze si¢ tez zdarzy¢, ze a,b, — a,b, bedzie liczba ujemna i wtedy P = |azb, — ayb,|.

Przyktad 5

Na wczeéniejszym rysunku wektor AC ma wspoétrzedne (2, 3], a wektor AB ma
wspotrzedne [7, 2]. Obliczymy, ile wynosi pole réwnolegloboku rozpietego na tych

wektorach.

Rozwigzanie
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| Pole rownolegtoboku rozpietego na tych wektorach wynosi P =3 -7 — 2 -2 = 17.

Zastosowania
Przyktad 6

Pokazemy, jak wyznaczy¢ pole trapezu znajgc pole rownolegtoboku.

Na rysunku mamy trapez ABCD o podstawach a i b oraz wysoko$ci h, dla ktorego

przedstawimy dwie metody obliczenia pola.

Rozwigzanie

1. Metoda pierwsza polega na dorysowaniu do trapezu drugiego przystajacego
do niego trapezu (rozowy). Wtedy powstaje rownoleglobok o tej same;j
wysokos$ci co wysoko$¢ trapezu i o boku rownym a + b. Pole trapezu jest

dwa razy mniejsze od pola tego rownolegtoboku, czyli pole trapezu wynosi:

P=3(a+b)- h
2. W metodzie drugiej prowadzimy z dowolnego wierzcholka przy krotszej
podstawie prosta rownolegla do drugiego ramienia. Prosta ta dzieli trapez na
rownoleglobok o wysokosci h i boku b oraz trojkat o wysokosci h i podstawie

a — b. Wtedy pole trapezu wynosi:
P=3%(a—-b)-h+b-h=h(4—-5+b)=h(&+L)=2%(a+b) h

Przyktad 7




Znane jest twierdzenie, ze w dowolnym czworokgcie wypuktym czworokat,
ktorego wierzchotkami sg Srodki jego bokow jest rownoleglobokiem. Pokazemy, ze

pole tego rownolegloboku jest potowg pola P tego czworokata.

Rozwigzanie

Na rysunku wida¢ czworokat ABCD i czworokat EF G H, ktory taczy $rodki

bokow.

A

Z wlasnoéci linii srodkowej w trojkatach BCD i BAD wynika, ze boki FG i EH sa
rownolegle do przekatnej BD i majg dlugo$¢ rowng potowie dlugosci tej
przekatne;.

Stad tez wynika, ze Pyap = %PBAD i Poor = %PBCD-

Analogiczne rozwazania prowadzg do wniosku, ze Pgpr = %PA pC i

1
Pypa = 7 Papc

Teraz zauwazamy, ze pole rownolegloboku wynosi
Pprer = P — (Pgae + Pocr + Pepr + Prpe)

Z drugiej strony wiemy, ze P = Ppap + Ppcp = Papc + Papc, wiec:

2P = Ppap + Ppcp + Papc + Papc = 4Pgak + 4Pgcor + 4Pepr + 4Pgpe



Stad Pgag + Pecr + Pepr + Pape = %

Ostatecznie, Pgrgg = P — £ = &

Zatem pole rownolegloboku EF'G H jest polowa pola czworokata ABC'D.

Stownik

rownolegtobok

czworokat, ktory ma dwie pary bokow rownoleglych

prostokat

czworokat, ktory ma wszystkie katy proste

sinus kata w tréjkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata i dlugosci

przeciwprostokatne;



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
Na ekranie sg trzy przyciski, kazdy z nich odpowiada za inny sposéb liczenia pola

réwnolegtoboku (pole wyznaczane jest z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku).

1. Przycisk ,Bok i wysokos¢”.

e przy pomocy suwakow wybierz dtugosc¢ boku a i wysokosci h.

e zmieniajgc ustawienia suwakdw dostajesz rézne rownolegtoboki, ktére majg bok

dtugosci a i wysokos$¢ dtugosci h

e obserwuj wartos¢ pola tego réwnolegtoboku

2. Przycisk ,Dwa boki i kat miedzy nimi”.

e przy pomocy suwakow wybierz dtugosci bokéw a i b oraz miare kata o miedzy

bokami

e powstaje rownolegtobok o podanych dtugosciach bokow i kacie miedzy bokami

e obserwuj wartos¢ pola tego réwnolegtoboku

3. Przycisk ,Przekatne i kat miedzy nimi”.

e przy pomocy suwakow wybierz dtugosci przekatnych d1, do oraz miare kata
miedzy bokami

e powstaje rownolegtobok o podanych dtugosciach przekatnych i kacie miedzy nimi

e obserwuj wartos¢ pola tego réwnolegtoboku



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DtkolMseW

Polecenie 2


https://zpe.gov.pl/a/DtkolMseW

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Wskaz poprawng odpowiedz.

Cwiczenie 2




Cwiczenie 3 >

Stosujac oznaczenia z rysunku wskaz zdania prawdziwe.

D C

Cwiczenie 4 O
Gtoéwna $ciana biurowca w porcie w Hamburgu to rownolegtobok o dtugosci 134
metréw i wysokosci 25 metrow. Kat rozwarty jaki tworzy ta $ciana z poziomym dachem
wynosi 136 stopni. Wyznacz pole powierzchni $ciany gtéwnej oraz drugi bok tego

rownolegtoboku.

Cwiczenie 5 C
Dtugo$¢ krétszego boku rownolegtoboku oraz jednej z jego przekatnych jest rowna 8.
Oblicz pole tego réwnolegtoboku, jezeli wiadomo, ze drugi z bokdw jest 1, 5 razy

dtuzszy od pierwszego.

Cwiczenie 6 O
O ]
r—15 2 — 16 r—13
O O D
r—06 x—4

Prostokat i rownolegtobok na rysunku majg rowne pola. Oblicz ich obwody.



Cwiczenie 7 @
Pokaz, ze jezeli punkt E lezy na boku AB réwnolegtoboku ABC D, to pole trojkata
CDEFE jest potowa pola rownolegtoboku ABCD.

Cwiczenie 8 @
Punkt E lezy na boku BC réwnolegtoboku ABC D. Budujemy réwnolegtobok AEGF

taki, ze AF jest jego bokiem, a punkt D lezy na boku réwnolegtym do AE. Udowodnij,
ze rownolegtoboki ABCD i AEGF maja rowne pola.



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole rownolegtoboku

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

4. korzysta z wlasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

8. korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

9. wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych;
11.stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur;

12. przeprowadza dowody geometryczne.

VIL. Trygonometria

Zakres podstawowy. Uczen:
1. wykorzystuje definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,
w szczegolnosci wyznacza warto$ci funkcji trygonometrycznych dla katow 307,457, 60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje i rozpoznaje rownolegtoboki,
e znarozne wzory na pole rownolegloboku, rowniez z wykorzystaniem sinusa kata
miedzy bokiem i przekatng i kgta miedzy przekatnymi,



» wykorzystuje wlasnosci pola rownolegtoboku w rozwigzywaniu zadan.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm,
e kognitywizm.

Metody i techniki nauczania:

e pogadanka,
 interaktywna aplikacja,
« analiza pomystow.

Formy zaje¢:

e pracaindywidualna,
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

« Komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer. Lekcje t¢ mozna przeprowadzic¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Pogadanka na temat cech rownolegtobokow.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel pokazuje wyprowadzenie wzoru na pole rownolegtoboku z wykorzystaniem
wysokosci i podstawy.
2. Nastepnie nauczyciel prowadzi dyskusje na temat czy dtugo$¢ przekatnejwystarczy do
wyznaczenia pola rownolegloboku.
3. Uczniowie metoda tekstu przewodniego analizujg przyktady w sekciji ,Przeczytaj’ oraz
symulacje interaktywna analizujgc wykorzystanie wzoru na pole rownolegtoboku:
o gdy znana jest dlugos¢ przekatnych i kgt miedzy przekatnymi,
o na podstawie informacji o dlugosci przekatnych i kacie miedzy bokami,
o rozpietego na wektorach.
4. Nauczyciel przedstawia zastosowania wyznaczania pola rownolegtoboku.

Faza podsumowujaca:



Uczen sprawdza nabyte umiejetnosci i wiedze rozwigzujac ¢wiczenia interaktywne
w sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:

Uczniowie majg za zadanie ustali¢ dtugosci bokow rownolegloboku. Obliczy¢ i zapisa¢ pole
rownolegtoboku, dla katow migdzy bokami od 10 do 170 stopni korzystajac z tablic sinusa.
Przedstawi¢ na wykresie zalezno$¢ pola od kata.

Materialy pomocnicze:
Pole réwnolegloboku - wzor
Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze by¢ wykorzystana przez uczniow podczas przygotowywania
sie do zaje¢, do utrwalania wiedzy lub przy pracy badawczej zadanej do domu. Moze by¢
rowniez wykorzystana jako inspiracja do stworzenia wtasnej prezentaciji lub infografiki.


https://epodreczniki.pl/a/pole-rownolegloboku-i-rombu/DIh1BABcW

