Pola trojkatow podobnych

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Aplet

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Pola trojkatéow podobnych

T T T

e i —

Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W przypadku trojkgtow podobnych ich odpowiednie boki sg tak samo proporcjonalne jak
dtugosci ich obwodow. W tejlekciji wyprowadzimy oraz wykorzystamy do rozwigzywania
zadan zaleznos¢, ktora wystepuje pomiedzy polami trojkgtow podobnych. Bazujac na
wiedzy teoretyczneji omowionych przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz wzor na skale podobienstwa trojkatow podobnych, gdy dane s3 ich pola.
e Obliczysz zaleznosci miedzy bokami, obwodami i polami trojkatéw podobnych.
o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.




Przeczytaj

W materiale omowimy zaleznos¢, jaka wystepuje pomiedzy polami trojkatow podobnych.

Jezeli trojkaty majg ustalone nazwy wierzchotkow, to podobienstwo tych trojkgtow
zapisujemy symbolicznie AABC~ A A’B’C".
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Trojkaty sg podobne, gdy zachodzi jeden z ponizszych warunkow:

o dlugosci bokow jednego trojkata sa proporcjonalne do dtugosci odpowiednich bokow
drugiego trojkata,

 trojkaty maja takie same katy,

o dlugosci dwoch bokow jednego trojkata sa proporcjonalne do dtugosci odpowiednich
dwoch bokow drugiego trojkata, a katy miedzy tymi bokami sg rownej miary.

Wymienione warunki nazywamy cechami podobienstwa trojkatow.

Na rysunku przedstawiono trojkaty podobne z zaznaczonymi dlugosciami bokow oraz
obwodami.
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Jezeli przez k oznaczymy skale podobienstwa tych trojkatow, to:
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Twierdzenie: pola tréjkatéw podobnych

Stosunek pdl trojkgtow podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa tych
trojkatow.

Dowad

Narysujmy dwa trojkaty, ktore sa podobne w skali k, gdzie k > 0. WprowadzZmy
oznaczenia, jak na rysunkach:
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Jezeli trojkaty sa podobne w skali k, to ich odpowiednie boki oraz wysokosci sg
proporcjonalne.

Zatem:

k= %,wi@ca’ =k-a,

k=12 wiech’=k-h.

Oznaczmy pole mniejszego trojkata jako P, a wigekszego jako P’.
Wowczas, stosujgc oznaczenia z rysunkow otrzymujemy:

P:%-a-h,

P=1%.an
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Zatem:

P Law L kakh 2
- = 5 = T —= .
P ?'a'h ?a-h
Przyktad 1

Stosunek pol trojkatéw podobnych K LM oraz K’L’ M’ wynosi 1%. Wiedzac, ze dlugos¢
podstawy K L trojkata K LM jest o 4 mniejsza od dlugosci podstawy K’L’, obliczymy

dtugosci tych podstaw.

M/

Rozwigzanie:

Jezeli przez k oznaczymy skale podobienstwa tych tréojkatow oraz zapiszemy
|K’L’| = |KL| + 4, to:

2 9 - 3
k* = 15, zatem k = .

. . . KL 3 _ _|KI|
Zauwazmy, ze k = D Zatem o = T
Z réwnania otrzymujemy, ze |K L| = 12, zatem |K’L’| = 16.

Przyktad 2

Obwod tréojkata ABC wynosi 72, a jego pole 144. Obwod tréjkata A’ B’C” do niego

podobnego wynosi 18. Obliczymy pole trojkata A’B’C".
Rozwigzanie:

Poniewaz tréjkaty ABC oraz A’ B’C’ s podobne, zatem:

_ Lapc _ T2 _
k= Lypc 18 4.



Korzystajgc z faktu, ze stosunek pol trojkgtow podobnych jest rowny kwadratowi skali
podobienstwa otrzymujemy, ze:

2 _ _Papc : 2 144
k* = P, Wiec 4+ = Prno
Zatem Pypco = 9.

Przyktad 3

Suma pol dwoch trojkatow podobnych jest rowna 270, a skala podobienstwa tych
trojkatow wynosi k = 3. Wyznaczymy pole kazdego z tych trojkatow.

Rozwigzanie:

Wprowadzmy oznaczenia:

P, - pole pierwszego trojkata,
P, - pole drugiego trojkata.

Jezeli skala podobienstwa tych tréojkatow wynosi k = 3, to do wyznaczenia pola kazdego
z tych trojkatow rozwigzemy uklad rownan:

P, + P, = 270

Z drugiego rownania wynika, ze P = 9 - P, zatem:
9.-P,+ P, =270, czyli P, = 27.

P =9-P=9-27=243.

Pola tych trojkatow wynoszg 243 i 27.

Zalezno$¢ pomiedzy polami trojkatéw podobnych mozemy wykorzysta¢ do obliczania pol
innych figur.

Przyktad 4

Wyznaczymy pole trapezu ABCD przedstawionego na rysunku, jezeli wiadomo, ze pola
trojkatow ABS oraz SC'D wynoszg odpowiednio 281 7.




Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze trojkaty ABS oraz SCD sg podobne, poniewaz majg takie same katy.
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Zatem k? = % = % = 4, wiec skala podobienstwa tych trojkatow wynosi 2.

Podstawy i wysokosci trojkatow ABS oraz SC'D pozostajg zatem w stosunku 2 : 1.

Wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.
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Zgodnie z oznaczeniami mamy:

ngpzé-a-h,czylﬁz%-a-h,wi@ca-h:m.

(2a+a)-3h 9-a-h 9-14
PABC’D = 2 = (21 = "3 = 63.

Pole trapezu ABC'D wynosi 63.

Przyktad 5

Obliczymy dlugos¢ przeciwprostokatnej trojkgta prostokatnego, jesli wysokos¢
poprowadzona z wierzchotka kata prostego podzielila ten trojkat na dwa trojkaty
o polach 811 225.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkat prostokatny i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.
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Trojkaty ABD oraz ADC sg podobne (ich odpowiednie katy sg rowne), zatem zachodzi
zaleznos¢:



b= Y czyli h? = zy

Pola trojkatow ABD oraz ADC obliczamy ze wzoréw:

PABD:%.y.h

1
Pypc=5-z-h

Zatem + 5 x-h=8loraz 5 -y-h = 225.
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Zauwazmy, ze

o |

25
Wobec tego o = =~ coyliy= 2z

Po przeksztalceniu mamy: x - h = 162, czyli h = %.
Po podstawieniu zaleznosci h = lgﬁ orazy = %x do réwnania h? = zy, rozwigzujemy

réwnanie z niewiadoma z:

()" =2 (3$2)

26244 __ 25 .2

2 ?ZB
4 _ 9.26244
T = 95
. . 3-9v/2 9v6 9v/30
Poniewaz x > 0, zatem x = V3 = = .
' V5 NG 5

Dlugos$¢ przeciwprostokatnej BC wynosi:
IBC| =z + 2z =32

Wobec tego

_ 34 9vV30 _ 34V30
‘BC‘_T' 5 5

Przyktad 6

W trojkacie prostokgtnym ABC przyprostokatne AB i AC maja odpowiednio dlugosci
aV/ 21 a. Na przyprostokatnej A B wybrano taki punkt P, ze |<APC| = |[<ACB]|.
Obliczymy pola trojkatéow APC' i PBC.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkat prostokatny i wprowadzmy odpowiednie oznaczenia.
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Zauwazmy, ze trojkaty APC'i ABC s3 podobne na podstawie cechy podobienstwa kkk.

Pole trojkata ABC wynosi:

Pipc =2 -a-av2= 22
Jezeli k jest skalg podobienstwa trojkata APC do tréjkata ABC, to:
L — l4C V2

pr— a pr—
AB ~ s 2

Poniewaz stosunek pol trojkatow podobnych jest rowny kwadratowi skali ich
podobienstwa, zatem:

S\ 2
Papc =k - Pypc = (%) ' a2§/§ = azf

oraz

a?V2  a®V2 _ a®2
2 4 _

Pppc = Papc — Papc = 1

Stownik
trojkaty podobne

trojkaty, w ktorych odpowiednie boki sg parami proporcjonalne, a katy miedzy tymi
bokami sg rowne

cechy podobienstwa tréjkatéow

warunki konieczne i wystarczajgce, aby dwa trojkaty byty podobne






Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie ze apletem, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D17Z1UCaL


https://zpe.gov.pl/a/D17Z1UCaL

Polecenie 2

Odcinki DE, F'G, AB sa rownolegte, a pola tréjkatow ABC, FGC i DEC pozostaja
w stosunku 16 : 9 : 4.

A B

Wyznacz skale podobienstwa tréjkatow:

a. ABCi DEC,

b. DEC'i FGC.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jezeli tréjkaty 17 i T sg podobne w skali % oraz pole trojkata
T5 wynosi 100, to pole trojkata T} jest rowne:

O 4o.
O 625.

O 16.




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono dwa tréjkaty rownoramienne, ktore sg podobne.

AN
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Zaznacz zdania, ktore sg prawdziwe.

(] Ramie wiekszego trojkata ma dtugosc 7, 5.

(] Stosunek obwodu mniejszego tréjkata do obwodu wiekszego tréjkata wynosi %

(] Stosunek pola wiekszego trojkata do pola mniejszego trojkata wynosi 6, 25.

5

(] Skala podobienstwa wiekszego tréjkata do mniejszego wynosi 5 -

Cwiczenie 3 ®

Potacz w pary wartosci pola P; i P> z odpowiadajgca im skalg podobienstwa tréjkata o polu
Py do tréjkata o polu Ps.

P=6iP,=2 k=3
P, =10iP, =15 =3
P,=4iP,=8 k=40
P =2iP,=6 k=



Cwiczenie 4

Uzupetnij tekst, przeciggajac odpowiednie liczby.

Pola tréjkatéw podobnych 17 i 15 wynoszg odpowiednio 251 9.

9 |[2][s
25 || 9 || 3

Cwiczenie 5

otfee

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami, wpisujac je w wyznaczone pola.

Jezeli stosunek pola tréjkata T do pola trojkata podobnego 15 wynosi 25, to stosunek

obwodu tréjkata 17 do obwodu trojkata 15 wynosi

Jezeli tréjkat 17 jest podobny do tréjkata 15 w skali 4, to stosunek pola tréjkata 17 do pola

trojkata Ts wynosi ‘ ’

Jezeli obwad tréjkata T wynosi 6, jego pole 2, a obwéd tréjkata podobnego 15 wynosi 18, to

pole tréjkata T wynosi ‘ ’

Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowg odpowiedz. Jezeli skala podobienstwa trojkata T do tréjkata 15 wynosi
%, to stosunek pola tréjkata 15 do pola tréjkata 17 wynosi:

O -

49
O 5.



Cwiczenie 7 @

Trojkaty prostokatne ABC oraz A’ B’C’ przedstawione na ponizszym rysunku sg podobne.
Przyprostokatne AB i AC tréjkata prostokatnego A BC maja dtugosci odpowiednio 8 i 10,
a przeciwprostokatna B’C” tréjkata A’B’C’ ma dtugosc +/82.

Wyznacz pole trojkata A’B’C".
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Cwiczenie 8 O

Odcinki DE, FG, AB sa rownolegte, a boki tréjkatow ABC, FGC' i DEC pozostaja
w stosunku 4 : 2 : 1. Wyznacz pole trojkata ABC' i FGC, jezeli wiadomo, ze pole tréjkata
DEC wynosi 2.




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pola trojkatéow podobnych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VIII. Planimetria. Zakres podstawowy. Uczen:

9) wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

o Okreslia wzor na skale podobienstwa trojkgtow podobnych, gdy dane sg ich pola.
e Oblicza zaleznosci miedzy bokami, obwodami i polami trojkgtow podobnych.
o Wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

* dyskusja;
» tworzenie przez analogie;
 gielda pomystow.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajgcg w temat lekcji. Uczniowie przypominajg
wiadomosci z poprzednich lekcji. Uczniowie wspolnie z nauczycielem ustalajg cel oraz
kryteria sukcesu.

2. Uczniowie przygotowujg w parach pytania zwigzane z tematem. Czego si¢ uczniowie
chcg dowiedziec? Coich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach 4-osobowych zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na
forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z treScig materiatu w sekcji ,Aplet”. Po zaznajomieniu si¢
z materiatlem, uczniowie omawiajg rozwigzanie polecenia.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania zadania.

5. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Pola trojkatow podobnych”).

Materialy pomocnicze:
» Pola figur podobnych.
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ material w sekcji ,Aplet” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach.

» ,Aplet” mozna wykorzysta¢ podczas lekcji dotyczacej obliczania pol trojkatow.
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