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W wyznaczaniu wzajemnego potozenia prosteji okregu na ptaszczyznie kartezjanskiej
wykorzystamy m.in. pojecie siecznej, czyli prostej przecinajacej dang krzywa w co najmnie;j
dwoch punktach. Sprawdzimy, czy jest mozliwe, aby prosta i okrag przecinaly sie w wiecej
niz dwoch punktach. Uzyjemy w tym celu rownan prostych oraz okregow w roznych
postaciach. Bazujac na czeS$ci teoretyczneji omowionych przyktadach, rozwigzemy
¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Dowiesz sig, jak okresli¢ wzajemne potozenie prosteji okregu na plaszczyznie
kartezjanskie;j.

o Poznasz i wykorzystasz wzory na rownanie okregu i prostej w roznych postaciach.

» Nauczysz si¢ wyznacza¢ wartoSci parametréw, dla ktorych prosta i okrag majg
okreslong liczbe punktéw wspoélnych.

e Obliczysz wspotrzedne punktow wspolnych prosteji okregu, korzystajgc z uktadu
rownan.




Przeczytaj

Okrag na ptaszczyznie kartezjanskiej opisujemy za pomoca rownania. Wyr6zniamy dwie
postacie tego roOwnania:

« réwnanie okregu w postaci ogélnejz? + y* — 2ax — 2by + ¢ = 0, gdzie promien
okregu obliczamy ze wzoru r = v a? + b? — ¢, za§ punkt S = (a, b) jest srodkiem
okregu,

 réwnanie okregu w postaci kanonicznej (z — a)2 + (y — b)2 = r?, gdzie r nazywamy
promieniem okregu, za$ punkt S = (a, b) Srodkiem okregu.

Prosta na plaszczyznie opisujemy za pomoca rownania. Wyr6zniamy dwie postacie tego
rownania:

 postac¢ ogdlna prostej Az + By + C = 0, gdzie A, B,C € Roraz Ai Bnie sa
jednoczes$nie rowne 0,
e postac kierunkowgq prostejy = ax + b, gdzie a,b € R.

Do badania wzajemnego polozenia prosteji okregu wykorzystamy wzor na odlegtos¢ d
punktu S = (a, b) od prostej k danejwzorem Az + By + C = 0.

Wzor ten przedstawia sie nastepujaco:

A-a+B-b+C
d(S, k) = Ere

Liczba punktow wspolnych prosteji okregu na ptaszczyznie kartezjanskiej zalezy od
odleglosci prostej od srodka okregu.

Prosta i okrag na ptaszczyznie kartezjanskie;j:

e przecinajg sie w dwoch punktach A i B, gdy zachodzi warunek: d(S, k) < r,



Zauwazmy, ze d(S, k) = |SP|.
Prosta k nazywamy sieczng.

 przecinajg sie w jednym punkcie P, gdy zachodzi warunek: d(S, k) = r,
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Zauwazmy, ze r = |SP)|.
Mowimy, ze okrag i prosta s3 styczne, a prosta k jest styczng do okregu.

* nie przecinajg sie, gdy zachodzi warunek: d(S, k) > r.



Wazne!
Okrag i prosta przecinajg si¢ co najwyzejw dwoch punktach.
Przyktad 1

Zbadamy wzajemne potozenie prostej o rownaniu 2z — 3y + 5 = 0 i okregu o rownaniu
(z—1)+y2=09.

Rozwigzanie:
Z rownania okregu mozemy odczytac¢, ze S = (1,0) oraz r = 3.
Obliczymy odlegtos¢ punktu S od podanej proste;j.

Zatem:

d— 213045 7 _ 7V13
\/22+(73)2 = B

Zauwazmy, ze d = %31_3 < 3 = r, zatem prosta i okrag przecinaja si¢ w dwoch punktach.

Jezeli rownanie prostej zapisane jest w postaci kierunkowej, to przeksztatcamy je najpierw
do postaci ogolnej, a nastepnie wyznaczamy odlegtos¢ srodka okregu od tej proste;.

Przyktad 2

Zbadamy wzajemne potozenie prostej o rownaniu y = %:c — 3 i okregu o rownaniu

22 + (y —2)° = 16.
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Rozwiazanie:

Z rébwnania okregu mozemy odczytac, ze S = (0,2) oraz r = 4.
Zapiszemy rownanie prostejy = %:c — 3 w postaci ogdlne;j.

Po przeksztatceniu mamy: ¢ — 2y — 6 = 0.

Obliczymy odlegtos¢ punktu S od podanej proste;j.

Zatem:

Zauwazmy, ze d = 25 > 4 = r, zatem prosta i okrag nie majg punktow wspolnych.

Czasami roOwnanie okregu jest zapisane w postaci ogolnej. Nie odczytamy wowczas
bezposrednio wspolrzednych srodka i dtugosci promienia, ale obliczamy je ze wzorow.

Przyktad 3

Okreslimy wzajemne potozenie prostejo rownaniu 2x — y — 1 = 0 i okregu o rownaniu
2 +4x +° =0.

Rozwigzanie:

Korzystajac ze wzoru na réwnanie okregu w postaci ogélnej z? + y* — 2azx — 2by + ¢ = 0
, obliczamy warto$ci wspoétczynnikéw a,b oraz c.

Zatem: —2a = 4, —2b = 0 orazc = 0.
Czylia =—-2,b=0, c=0.

Srodek okregu S = (—2,0).

Obliczamy dlugos¢ promienia okregu r = \/(—2)2 +02-0=2.

Wyznaczamy odlegltos$¢ srodka S okregu od podanej proste;j.

d= 22101 7

\/224(—1)?

Poniewaz d = v/5 > 2 = r, zatem prosta i okrag nie majg punktow wspolnych.

W latwy sposob mozna okresli¢ wzajemne potozenie okregu i prostej, ktora jest rownolegta
lub prostopadta do osi uktadu wspotrzednych.

Przyktad 4



Zbadamy wzajemne potozenie prostej o rownaniu y = m, gdzie m € R i okregu
o rownaniu (z — 1)* + 92 = 4.

Rozwigzanie:
Z rébwnania okregu mozemy odczytac, ze S = (1,0) oraz r = 2.
Przedstawmy na rysunku wzajemne potozenie tego okregu z prostg o rownaniu y = 2.
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Mozemy zauwazy¢, ze dla réznych wartosci parametru m, gdzie m € R, prostai okrag
maja:

o 0 punktéow wspoélnych, gdy m € (—oo, —2) U (2, 00),
1 punktwspolny, gdy m € {—2,2},
2 punkty wspdlne, gdy m € (—2,2).

W celu wyznaczenia punktow wspolnych prosteji okregu mozemy rozwigza¢ uktad
rownan, w ktorym jedno rownanie jest liniowe, a drugie kwadratowe. Na podstawie
rozwigzania mozemy stwierdzic¢, jakie jest ich wzajemne potozenie.

Przyktad 5

Wyznaczymy punkty wspolne prostej o rownaniu y = —z + 4 i okregu o rbwnaniu
(z—1)" 4+ =4.

Rozwigzanie:

W celu wyznaczenia punktow wspolnych rozwigzemy uktad rownan:




y=-c+4
(x—1)"+y? =4

Jezeli zastosujemy metode podstawiania, to otrzymujemy rownanie z niewiadomg x:
(z—1)° + (—z+4)" =4,
Rownanie przeksztalcamy do postaci 222 — 10z + 13 = 0.

Poniewaz wyréznik tego rownania jest mniejszy od 0, wigc rownanie nie ma rozwigzan,
zatem uktad rownan nie ma rozwigzania.

Prosta i okrag nie majg punktow wspolnych.

Stownik

réwnanie okregu

posta¢ ogélna: 2 + y* — 2ax — 2by + ¢ = 0, promien okregu r = v a2 + b2 — c,
S = (a, b) - srodek okregu

posta¢ kanoniczna: (z — a)® + (y — b)? = r?, 7 - promien okregu, S = (a, b) - $rodek
okregu

réwnanie prostej
posta¢ ogolna: Az + By + C' = 0, gdzie A, B, C' oraz A i B nie sg jednocze$nie rowne 0

posta¢ kierunkowa: y = ax + b, gdzie a, be R




Aplet

Polecenie 1
Zapoznaj sie z ponizszym apletem dotyczacym okreslania wzajemnego potozenia

prostej i okregu, gdy prostai okrag sg zapisane za pomoca réwnan.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DafCcBCjj

Polecenie 2
Zbadaj wzajemne potozenie prostej o rownaniu V2 — 2y + V2=0i okregu

o réwnaniu (z — 2)% 4+ y? = 3.


https://zpe.gov.pl/a/DafCcBCjj

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Na ponizszym rysunku przedstawiono okrag i prosta.

YA

X
<Y

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7




Cwiczenie 8 @
Okresl liczbe punktéw wspdlnych prostej o réwnaniuy = x + m, gdziem € R,

z okregiem o réwnaniu z2 + y2 = 4, w zaleznosci od parametru m.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzajemne polozZenie prostej i okregu na plaszczyznie kartezjanskiej
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

6) znajduje punkty wspodlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli bedacej wykresem funkcji
kwadratowej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla wzajemne potozenie prosteji okregu na ptaszczyznie kartezjanskiej,

» wykorzystuje wzory na rOwnanie okregu i prostej w roznych postaciach,

e wyznacza wartosci parametrow, dla ktorych prosta i okrag maja okreslong liczbe
punktoéw wspolnych,

 oblicza wspotrzedne punktow wspolnych prosteji okregu, korzystajgc z uktadu
rownan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e zuzyciem e-podrecznika;



» metoda krokodyla;
o liga zadaniowa;
e burza mozgow.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e e-podrecznik;

o komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Wzajemne potozenie prosteji okregu na
plaszczyznie kartezjanskiej’, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie dzielg si¢ na mate grupy i wymieniajg si¢ informacjami pozyskanymi
w domu. Metodg graffiti matematycznego sporzadzajg schematy zawierajace rozne
mozliwosci wzajemnego potozenia prosteji okregu. Kazda grupa uktada 2 zadania
oparte na uzyskanych w domu wiadomos$ciach. Grupy wymieniaja si¢ zadaniami,
wspolnie sprawdzaja poprawnos¢ ich wykonania.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem z e-podrecznika.

3. Uczniowie wykonujg polecenia z sekcji ,Aplet”. W razie trudnosci prosza o pomoc
nauczyciela.

4. Uczniowie biorg udziat w lidze zadaniowej - wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia
1-5 z sekcji ,,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania wspolnie z calg klasg.

5. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 metoda krokodyla. Krokodylem
jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,ozywia si¢” tylko
w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.



Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,Wzajemne
polozenie prosteji okregu na plaszczyznie kartezjanskiej'.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Wzajemne potozenie prosteji okregu na ptaszczyznie
kartezjanskiej’).

Materialy pomocnicze:
o Wzajemne polozenie prosteji okregu.
Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Aplet” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania i problemy w omawianym temacie.
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