Czy mozna wygladac jak trojkat, a nie byc trojkagtem?
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Czy mozna wygladac jak trojkat, a nie by¢ trojkatem?

/ /

Czy wiesz, ze przekroj poprzeczny jednego z najpardziej charakterystycznych nowojorskich
wiezowcoOw Flatiron Building, ma ksztalt trojkgta? Wpisany na liste UNESCO w 1990 roku
grod warowny na wzgorzu w Moskwie znany jako Kreml, rowniez jest na planie trojkata.
Litera alfabetu greckiego delta ma rowniez ksztalt trojkata. Czy znasz miejsca, przedmioty,
symbole w ksztalcie trojkgta?

Twoje cele

Rozpoznasz i sklasyfikujesz poszczeg6lne rodzaje trojkatow.

Wykonasz do$wiadczenie ilustrujgce paradoks matematyczny.

Zweryfikujesz prawdziwos¢ stwierdzen dotyczacych wilasnosci trojkata.
Poszukasz analogii w zakresie wykorzystania wiasnosci trojkgta do rozwigzywania
probleméw matematycznych.




Przeczytaj

Trojkat to figura plaska, w ktorej suma katow wewnetrznych jest rowna 1807, za$ suma
dlugosci dwoch bokow jest wieksza od dlugosci trzeciego. Czy taka definicja trojkata jest
wystarczajgca? Z matematycznego punktu widzenia tak, przeciez opisuje wlasnosci figury
w ten sposob ja definiujgc.

Jak zatem wyjasnisz ponizszy matematyczny paradoks?

Zagadka brakujacego kwadratu. Figury na rysunkach nie s3 tréjkatami.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0..

Uzasadnienie: powyzsze figury nie sg trojkatami, co pokazemy, i korzystajac z wiasnosci
katow. Skoro w pierwszym przypadku wydaje sie, ze trojkat jest trojkatem prostokatnym,

a suma katow w trojkgcie powinna by¢ rowna 180°, to odcinajgc katy ostre przy
wierzchotkach, powinni$my po ich ztozeniu dostac¢ kat prosty.

Roznica jest niewielka. W pierwszym przypadku do kata prostego brakuje kata o mierze ok.
1°, natomiast w drugim przypadku jest za duzoo 1°.

Warto zatem rozwazy¢ nastepujgce pytanie:

Co to jest trojkat i jakie wlasno$ci posiada?

Trojkat
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wierzchotek —»

bok C

Trojkat jest wielokatem, ktory posiada trzy boki. Punkt wspélny sagsiednich bokéw nazywany jest
wierzchotkiem.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

e A, B, C -wierzcholki trojkata

« AC,CB, AB -boki trojkata

« L =|AC|+ |CB| + |AB| - obwdd trojkata
Definicja: Kat zewnetrzny tréjkata

Kazdy kat przylegty do kata wewnetrznego trojkata nazywamy katem zewnetrznym
trojkata.
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Nierownos¢ trojkata
Twierdzenie: Nierownos¢ tréjkata

W dowolnym trojkgcie dtugosc kazdego boku jest mniejsza od sumy dtugosci pozostatych
bokow.

Z odcinkéw o dtugosciach a, b, c mozna zbudowac trojkat wtedy i tylko wtedy, gdy:

a<b+ec,
b<a+ec,
c<a-+b.
Rodzaje trojkatow
Y
a p m B a p
trojkat trojkat trojkat
ostrokatny prostokatny rozwartokatny

a < 90° a = 90° a > 90°
B < 90° B < 90° B < 90°
y < 90° y < 90° y < 90°

Trojkaty klasyfikujemy ze wzgledu na miary ich katéw na tréjkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

« Kazdy kat trojkata ostrokatnego ma miare mniejszg od 90°.
e W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ma miare réwna 90°.
o W tréjkacie rozwartokatnym miara jednego z katow jest wieksza od 90°.

Trojkaty mozna klasyfikowac ze wzgledu na dtugosci ich bokow.

o Trojkat, ktory ma wszystkie boki tej samej dlugosci nazywamy trojkatem
réwnobocznym.

 Jesli w trojkacie dwa boki sa tej samej dtugosci, to tréjkat taki nazywamy trojkatem
réwnoramiennym.
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o Trojkat, w ktorym wszystkie boki sa roznej dlugosci, nazywamy trojkatem
réoznobocznym.

80°

30°

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Suma katow w tréjkacie
Twierdzenie: Twierdzenie: Suma miar katow tréjkata

Suma miar katow trojkata jest réwna 180°.

T~

a+f+y=180°

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Wazne!

Wniosek
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» Jezeli w trojkacie jeden z katow jest rozwarty, to kazdy z pozostatych katow jest
katem ostrym.

» Jezeli w trojkacie jeden z katow jest prosty, to kazdy z pozostatych katow jest ostry.
Suma miar tych katow ostrych jest rowna 90°.

a<90°, B<90°

a+pB=90"
Przyktad 1

Znajdiemy miare kata o przedstawionego na ponizszym rysunku.

80°

30°

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Uktadamy i rozwigzujemy odpowiednie rownanie.
Suma katéw tréjkata jest réwna 180°.
a+80°+30°= 180"
a+110°=180°
a=180"-110°

a="70°
Przyktad 2

W trojkacie rownoramiennym jeden z katéw ma miare 40°. Obliczymy miary pozostatych
katow.

W trojkacie rownoramiennym miary dwoch katow sg rowne. Poniewaz nie wiemy, czy
szukane katy sg rowne, czy rozne - rozpatrzymy dwa przypadki. Skorzystamy z tego, ze



suma katow w trojkacie jest rowna 180°.

Przypadek I

Kat o mierze 40° jest katem migedzy ramionami tréjkata.

a+a+40°=180°

2a0 = 180° —40°
200 = 140° | : 2
a="70°

Odpowiedz: Miary pozostatych katow trojkata sg rowne 70° i 70°

Przypadek 11

Kat o mierze 40° jest kagtem przy podstawie trojkata.

40°

40°




B+ 40°+40°= 180°

B+ 80°= 180°
B=180"—80°
8 =100°

Odpowiedz: Miara kata f3 jest rowna 100°.

Zrédto: Gromar Sp. z o.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Stownik
trojkat

to figura ptaska, w ktorej suma katéw wewnetrznych jest rowna 180°, zas suma dtugosci
dwoch bokow jest wieksza od dlugosci trzeciego.
kat zewnetrzny tréjkata

jest to kazdy kat przylegly do kata wewnetrznego tego trojkata
trojkat rownoboczny

jest trojkatem, ktorego wszystkie boki sa samej dtugosci
trojkat rownoramienny

jest trojkatem, w ktorym dwa boki s3 tej samej dtugosci
trojkat roznoboczny

jest trojkatem, w ktorym wszystkie boki sg roznej dtugosci



Mapa mysli

Polecenie 1

Stwoérz mape mysli, na ktorej przedstawisz klasyfikacje tréjkatéw. Kliknij przycisk Edytuj,

wypetnij pola tekstowe. Nastepnie wybierz przycisk Generu;.



Polecenie 2

Tréjkat podzielono na cztery czesci tak jak na ilustracji. Nastepnie czesci potgczono w sposéb
zaprezentowany na kolejnym rysunku. Przyjrzyj sie uwaznie i sprobuj powtorzyc to
samodzielnie na kartce. Co zauwazysz?

Zagadka brakujacego kwadratu. Figury na rysunkach nie s3 trojkagtami.
Zrédto: http:/commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.
Polecenie 3

Jak myslisz, czy z kazdych trzech odcinkdéw mozna zbudowad tréjkat? Jaka musi by¢ zaleznosé
miedzy dtugosciami takich odcinkéw?



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 ¢

Dopasuj nazwe do trdéjkata.

AN

Tréjkat rozwartokatny Tréjkat ostrokatny Trojkat prostokatny

Zr6dto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Cwiczenie 2 ¢

Dopasuj nazwe do troéjkata.

VN A

Tréjkat rownoramienny Tréjkat réznoramienny Tréjkat rownoboczny

Zrodto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 3 O
Dopasuj nazwe do trdéjkata.

AN <

Tréjkat Trojkat Trojkat
orat ot R Tréjkat, ktéry nie
réwnoramienny réwnoramienny rownoramienny . , )
jest rownoramienny
ostrokatny prostokatny rozwartokatny

Zrodto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Cwiczenie 4 O

Uporzadkuj ilustracje w odpowiedniej kolejnosci: trojkat prostokatny, tréjkat rownoboczny
i trojkat rownoramienny.

< VN

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Cwiczenie 5 O

Miary katow trojkata pozostajg w stosunku 2 : 3 : 4. Jakie miary majg poszczegdlne katy tego
trojkata? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() 60°, 90°, 120°
() 40°, 60°, 80°
() 307, 60°, 90°

() 20°, 40°, 40°



Cwiczenie 6 O
W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku A jest dwukrotnie wiekszy od kata przy wierzchotku B.

Kat przy wierzchotku C jest trzykrotnie wiekszy od kata przy wierzchotku B. Wskaz miary
katow tego trojkata.

() 457, 90°, 135°
O 60°, 60°, 60°
O 20°, 30°, 40°

(O 30°, 60°, 80°

Cwiczenie 7 @
Sposrod ponizszych stwierdzen, zaznacz te prawdziwe.

(] Jezeli tréjkat jest prostokatny to nie moze by¢ réwnoboczny i odwrotnie.

0 Kat zewnetrzny, przylegty do kata ostrego w trdjkacie ma miare 150°, zatem tréjkat
jest rownoramienny.

(] Tréjkat rownoboczny to tréjkat, ktérego wszystkie katy sa tej samej miary.
(] Tréjkat rownoramienny to tréjkat, ktérego wszystkie boki maja ta sama dtugosé.

(] Katy przy podstawie tréjkata réznobocznego maja taka sama miare.



Cwiczenie 8 @
Kat przy podstawie tréjkata réwnoramiennego ma miare czterokrotnie wiekszg od kata lezagcego
pomiedzy ramionami tego tréjkata. Miary katéw w tym trojkacie sg rowne:

() 207, 20°, 140°
() 20°, 80°, 80°
) 30°, 30°, 120°

() 40°, 40°, 100°



Dla nauczyciela

Autor: Elzbieta Miterka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Czy mozna wygladac jak trdjkat, a nie by¢ trojkatem?

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w trojkacie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje i klasyfikuje poszczegoélne rodzaje trojkatow.

» wykonuje doswiadczenie ilustrujace paradoks matematyczny.

» weryfikuje prawdziwos$¢ stwierdzen dotyczacych wlasnosci trojkata.

» poszukuje analogii w zakresie wykorzystania wlasnosci trojkata do rozwigzywania
problemo6w matematycznych.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



 elementy wyktadu,
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych,
e mapa mysli.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do internetu, stuchawki;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg zajeé:
Faza wstepna
1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na pie¢ grup. Uczniowie w grupach rozwigzuja zagadke
(Polecenie 1z e-materiatu). Przedstawiajg swoje propozycje rozwigzania zagadki na forum
klasy. Nastepnie sprawdzajg rozwigzanie i wspolnie omawiaja problem.

Faza realizacyjna

1. Nauczyciel zaznacza, ze omawiany matematyczny paradoks bedzie punktem wyjscia do
rozwazan o trojkatach i ich wlasciwosciach. Uczniowie zapoznaja si¢ z fragmentem
e-materiatu opisujgcym trojkat i kat zewnetrzny trojkata.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby dobrali si¢ w pary. Zadaniem kazdej pary jest
przeprowadzenie konstrukcji trojkata z trzech dowolnych odcinkéw. Uczniowie podejmuja
sie realizacji zadania. Nauczyciel zadaje pytania: Czy udato Wam si¢ przeprowadzic
konstrukcje? Czy z kazdych trzech odcinkéw mozna zbudowac trojkat? Jaka musi by¢
zalezno$¢ miedzy dlugosciami takich odcinkoéw? Uczniowie sprawdzajg swoje
przypuszczenia i formutujg wnioski.

3. W kolejnym kroku nauczyciel dzieli uczniéw na cztery grupy. Dwie z nich opracowujg
podziat trojkatow ze wzgledu na miary ich katéw, natomiast pozostate dwie - ze wzgledu na
dtugosci ich bokow. Po zakonczonej pracy, cztonkowie grup, ktore zajmowaty sie tym
samym zagadnieniem, wspoélnie opracowuja wyniki. Nastepnie przedstawiciele dwoch
potaczonych grup przedstawiajg wyniki na forum klasy, a wybrany uczen zapisuje je na
tablicy.



4. Nauczyciel wprowadza temat sumy katow w trojkgcie. Nastepnie uczniowie wykonuja
¢wiczenia interaktywne wybrane przez prowadzacego.

Faza podsumowujgca

1. Jako podsumowanie nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z mapg mysli
w e-materiale. Kazdy z nich ma narysowac przyktady trojkatéw odpowiednich do
wskazaniej klasyfikacji.

2. Na zakonczenie nauczyciel wraca do pytania, ktore stanowito temat lekcji: Czy mozna
wygladac jak trojkat i nie by¢ trojkagtem? Uczniowie wraz z nauczycielem podejmuja
dyskusje, uzasadniajg swoje odpowiedzi doprecyzowujac definicje trojkata.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie wykonali na lekciji.
Materialy pomocnicze:

Cechy podobienstwa trojkatow

Przystawanie trojkatow

Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:

Nauczyciel moze wykorzystac¢ stworzong przez uczniow mape¢ mysli w zadaniu domowym,
np. uczniowie na jej podstawie majg opracowac lap book o klasyfikaciji trojkatow.


https://epodreczniki.pl/a/cechy-podobienstwa-trojkatow/DXKVutM5M
https://epodreczniki.pl/a/przyklady/D1H9sWq8v

