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Zastosowanie wzoru na funkcje trygonometryczne

sumy i roznicy katow do dowodzenia tozsamosci

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Znasz juz szes¢ wzorow pozwalajacych obliczac sinus, cosinus i tangens sumy oraz roznicy
argumentow. Sg one podstawa do wyznaczania kolejnych wzorow waznych

w trygonometrii. Teraz pokazemy, jak je stosowa¢ do dowodzenia tozsamosci
trygonometrycznych.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ stosowac wzory na sinus, cosinus i tangens sumy oraz roznicy
argumentoéw do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych.



Przeczytaj

Na poczatek przypomnimy wszystkie wzory, z ktorych bedziemy korzystac.
Twierdzenie: funkcje trygonometryczne sumy i réznicy argumentéw
Dla dowolnych z, y € R zachodza nast¢pujace wzory:

1.sin(x + y) = sinx - cosy + cos z - siny,

2.sin(x — y) =sinzx - cosy — cos x - siny,

3.cos(z +y) =cosz-cosy —sinz - siny,
(

4.cos(x —y) =cosx-cosy+ sinx - siny.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y speiniajgcych warunki ¢ # 4 + km, y # 5 + km,
T +y # 4 + km, gdzie k € 7Z, zachodzi wzor:

e
5.tg(z+y) = —lfgg;fgyy .

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y speiniajgcych warunki z # 4 + km, y # 5 + k,
T —y# 45 + km gdzie k € Z, zachodzi wzor:

tgzr—t
6. tg(l’ - y) - lftzgw-%gyy :

Tozsamoscig trygonometryczng nazywamy rOwnosc, ktora jest prawdziwa dla wszystkich
argumentow, dla ktorych ma sens.

Na tej lekcji pokazemy przyktady tozsamosci, ktoére mozemy udowodnic¢ korzystajac ze
wzorow na sinus, cosinus, tangens sumy i réznicy argumentow.

Zacznijmy od zadania:

Przyktad 1

sin(45°+a)—cos(45°+a)
sin(45°+a)+cos(45° +a)

Udowodnimy tozsamos$¢ tg a.

Dowod kazdej tozsamos$ci rozpoczynamy od zapisania zatozen, czyli wskazania
elementow, dla ktorych rowno$¢ ma sens. W przypadku tego przyktadu mamy:
sin(45° + a) 4 cos(45° + o) # 0icosa # 0.

W trakcie dowodu okaze si¢, ze oba warunki oznaczajg to samo.

Dowod tozsamosci zwykle rozpoczynamy od tej strony, ktora jest bardziej skomplikowana.
Jest zgodne z zasadg, ze latwiej upraszczac¢ cos skomplikowanego, niz komplikowac co$
prostego.
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Zatem rozpoczniemy dowod od przeksztatcenia lewej strony. Wykorzystamy wzory na
sinus i cosinus sumy i roznicy argumentow:

I — sin(45°+a)—cos(45°+a)
~ sin(45°+a)+cos(45"+a)

sin45° cos a+cos45° sina—cos45° cosa+sin45” sina
sin45° cos a+cos45° sin a+cos45° cosa—sin45” sina

V2 V2

V2 4sina—7cos o+

=5 cosa+
— 2 2
% cos a—i—%

Tsina
2 3 . -
%cos a—\/Tsma

sin a+

V2sina _ _
o V2cosa —thé—P.

Zatem L = P, co konczy dowod.

Przyktad 2

: . sin44° +cos 74° _ 1
Udowodnlmy, z€ 2cos14°+2sin104° ~— 4°

To szczegolny typ tozsamosci. Jest to zwigzek miedzy dwoma wielkoSciami liczbowymi.

Jak udowodnic¢ te tozsamos¢ korzystajac ze wzoroéw na funkcje trygonometryczne sumy
argumentoéw? Zauwazmy, ze mozemy zapisa¢ katy z zadania jako:

44° =30" +14°i174° = 60" + 14", czyli sumy charakterystycznego kata 14" i dobrze
znanych katow 30° 1 60°.

Teraz dokonajmy przeksztatcen:

I — sin44° +cos 74° _ sin(30°4+14")4cos(60°+147)
T 2cos14°+2sin104° 2cos14°+2cos14° _

__ sin30° cos 14°+cos 30° sin 14°+cos 60° cos 14°—sin 60° sin 14°
- 4 cos 14° -

%cos 14°+§sin 14°+%cos 14°—§sin 14°

4cos14”

__ cosl4d® __ 1
" 4cosld” T 4 P’

co konczy dowod tozsamosci.

Przyktad 3

sin(a+p3)
cosacosf*

Udowodnimy tozsamo$¢: tga + tg 8 =
Zauwazmy, ze to tozsamos$¢ z dwoma zmiennymi.
Zacznijmy od zatozen: cos a # 0, cos 8 # 0.

Dowdd tozsamosci rozpoczniemy od przeksztalcania lewej strony rownosci:



L=tga+tgh=8% 4 sinf

cos cosff
__ sinacosB+sinfBcosa _ sin(at+f) P
- cos acos 8 ~ cosacosf T T

co konczy dowod tozsamosci.
Przyktad 4
Udowodnimy tozsamos¢:

V2 cosa—2 sin(§—a) _ \/i

2sin(%+a)—\/§cosa

Zapiszmy zatozenie:
25111(% — a) —v/3cosa #0.

. . . .. o -
Rozpoczniemy przeksztalcanie od lewej strony rozpisujac sm(z — a) i s1n(§ + a)
z wykorzystaniem wzoru na sinus sumy oraz roznicy argumentow:

. V2 cosa—2 sin(%—a)

2 sin(%Jra)f\/g cos o

o \/2cosa—25in%-cosa+2cos%-sina .

2sin % -cos a+2 sin a-cos % —v3cosa

_ V2cosa—V2cosa+V2sina __ V2sina — \/§= P
V3 cos a+sin a—+v/3 cosa s o ’
A to konczy dowod tozsamosci.

Przyktad 5

(1+tg2a)-cos(f +2a)
1-tg2a

Udowodnimy tozsamo$c: = cos(% — 2a).

Zapiszmy zalozenia: 1— tg 2a # 01 cos 2a # 0.

Skorzystajmy z definicji funkcji tangens:

(1+tg2a)-cos(%+2a)

L= 1—tg2a

(1+M)'cos(%+2a)

cos 2a

sin 2a
cos 2a

(cos 2a-+sin 2a)-cos(E+2a) (*)
cos 2a—sin 2a -

Zapiszmy inaczej wyrazenie:

cos2a + sin 2 = \/ﬁ(@cos 200 + @sin 2a) =



= \/ﬁ(cos(%) cos 2 + sin (7§ ) sin 2a) = \/5005(% - 2a).
Analogicznie przeksztatlcamy:

cos2a — sin 2a = ﬁ(@cos 200 — @sin 2a) =.

= \/i(cos(%) cos 2o — sin(%) sin 2a) = \/§cos(% + 2a).

Po wykorzystaniu powyzszych przeksztalcen otrzymujemy:

(*) _ V§c05(§—2a)cos(%+2a) _
\/icos(%+2a)

= cos(% — 2a) = P.

Zatem L = P, co konczy dowdd.

Stownik
tozsamos¢ trygonometryczna

rownosc¢, ktora jest prawdziwa dla wszystkich argumentow, dla ktorych ma sens.



Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie wykonaj polecenia.
Polecenie 2

Udowodnij, ze dla katow tréjkata ostrokatnego «, 3, v zachodzi tozsamos¢:

1 1 1 —1
tgatg B + tg Btgy + tgytga

Polecenie 3

Udowodnij, ze dla katéw trdjkata 2a, 2, 2y prawdziwa jest tozsamosc:
tg o tg S+ tg B-tg v+ tg - tga =1




Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

O o o 0O O

(] sin8a-

sin 6¢ -

sin 6¢ -

sin Ha -

sin 7o -

sin4o -

Pokaz ¢éwiczenia: O @

tgdx—tgx
1+tg3ztga

tg br—tg 2z
1+tgbaxtg2x

tgz+tg 3z
1-tgxtg3x

tg dx+tg 2z
1-tgdztg2x

Potacz w pary wyrazenia tak, aby otrzymac tozsamosé.

cos o + cos 8o - sin «

cos4a + cos b

cos ba + cos b6« -

cos 2o + cos ba -

cos2a + cos 7o -

cos ba + cos4a -

-sin4a

sin S

sin 2«

sin 2«

sin ba

tg 2z

tgdzx

tg 6

tg 3z

O

Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedz. Dobierz takie wyrazenia w miejsce litery P, aby
rownosc¢ sin 6« - cos 3a + cos 6« - sin 3o = P byta tozsamoscia.



Cwiczenie 3

Wskaz tozsamosé trygonometryczna.

() cos(45° 4+ x)-cosx =sin(45° + ) - sinz + %

() cos(45” —z)-sinx =sin(45" — x) - cosz + %

() cos(45” —x)-cosz =sin(45° — x) - sinz + %

() cos(45” —z)-cosz =sin(45" + x) - sinz + %

Cwiczenie 4

Sposrdod podanych ponizej wyrazen wybierz i wstaw takie, aby otrzymad tozsamosé.

______________

sin a+cos a
cos a—sin a

cos a+sin o
sin a—cos a

cos a—sin a
cos a+sin a

sin a¢—cos «
cos a+sin a




Cwiczenie 5
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Dobierz takg liczbe po prawej stronie réwnania, aby
otrzymac rownos$¢ prawdziwa.

sin47°+sin13°
2cos17°+3sin73"
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Cwiczenie 6

Ponizej przedstawiono dowdd tozsamosci trygonometrycznej

cosQ(g — a) — sin(% — a) . sin(a — %) = % Uporzadkuj ten dowéd zaktadajac, ze

dowdd prowadzimy od strony lewej do prawej.

V3 V3

= sin” o — (Tcosa + %Sina) (%sina — -5~ CO0s oz) =
3
4
= sin’a — (sin %cosa — COos %sina) (sinacos T — cosasin %) =
— sin’a — (%sin2 o — %cos2 a) =
= % (sin2 a+cos?a) =
cos?(2 —a) —sin(F — a) -sin(a— F) =
Cwiczenie 7
Udowodnij, ze jezeli o, B, v sa katami trojkata, to réwnosc
sin? v + 2sin a sin Bcosy = sin® a + sin? B
jest tozsamoscia.
Cwiczenie 8
Udowodnij, ze rownosé

sina+2sin(§—a) /3

2 cos(%—a) —v3cosa T tga

jest tozsamoscia.
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Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzoru na funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow do
dowodzenia tozsamosci

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen:

4. stosuje wzory redukcyjne dla funkciji trygonometrycznych,;
5. korzysta z wzorow na sinus, cosinus i tangens sumy i roéznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych,;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozroznia tozsamosci trygonometryczne;
» dowodzi tozsamosci trygonometryczne stosujac wzory na sinus, cosinus i tangens sumy
oraz roznicy argumentow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



o dyskusja;
e Opis ustny.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnigcia w trakcie lekcji w temacie: ,,Zastosowanie wzoru na
funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow do dowodzenia tozsamosci”.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami opisanymi w sekcji ,Przeczytaj”

2. Uczniowie indywidualnie analizujg tres¢ polecenia numer 1, Zapoznaj si¢ z infografika,
a nastepnie wykonaj polecenia” oraz materiat z sekcji , Infografika”. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekciji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przykiad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Zastosowanie wzoru na funkcje trygonometryczne
sumy i roznicy katow do dowodzenia tozsamosci”).

Materialy pomocnicze

o Tozsamosci trygonometryczne
o Przyklady tozsamosci trygonometrycznych

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Infografika” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Zastosowanie wzoru na funkcje trygonometryczne
sumy i réznicy katow do dowodzenia tozsamosci”.


file:///a/Dt0Qpoxx9
file:///a/D19e7Gvwr

