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Objetosc¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego B

Zrédto: Christian Fregnan, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Objetosc¢ obiektow trojwymiarowych jest bardzo waznym pojeciem w matematyce, ktore ma
szerokie zastosowanie w zyciu codziennym. Informuje ona, jaka jest pojemno$¢ danego
obiektu trojwymiarowego. Obiekty o roznych ksztattach wymagajg innego obliczenia
objetosci. Podczas pracy z szeScianami i prostopadtoScianami, zanim bedziesz mogt
obliczy¢ objetos¢, najpierw musisz zmierzy¢ dlugos¢ krawedzi. Majac do czynienia z innymi
graniastostupami prostymi, bedziesz potrzebowat innych informacji. Po zapoznaniu si¢

z materialem bedziesz znal odpowiedz na pytanie, jak obliczy¢ objeto$¢ graniastostupa
prawidtowego trojkatnego?

Twoje cele

» Nauczysz si¢ jak oblicza¢ objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego.
o Poznasz praktyczne zastosowanie zdobytej wiedzy.



Przeczytaj

Definicja: Objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego

Objetosc¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest rowna iloczynowi pola podstawy
przez wysokosc.
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Przyktad 1

W graniastostupie prawidtowym trojkgtnym o objetosci rownej 1, pole powierzchni
bocznejjest rowne sumie pol podstaw. Wyznaczymy dlugos$c krawedzi podstawy
i dlugos$¢ wysokosci tego graniastostupa.

Rozwigzanie:

Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy oraz h > 0 dtugos¢ wysokosci
rozwazanego graniastostupa. Z warunkow zadania wynika, ze

3ah =2- “Zf oraz “24—*/§h = 1.

Przeksztalcajgc rownowaznie pierwsze réwnanie, uzyskujemy kolejno

a’y/3
3ah = 5

av3
3h = 2
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Nastepnie, podstawiajgc powyzsza zaleznos¢ do drugiego roOwnania, otrzymujemy kolejno

a2\/§_a3_1
4 6

Zatem krawedz podstawy graniastostupa ma dtugosc 2, a wysokos¢ -3=.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy trojkatny. Przyjmujac ze h = 10

oraz cos o = 1%, obliczymy jego objetosc.

Rozwigzanie:

Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy, b > 0 dtugo$¢ wysokosci oraz d > 0
dtugos¢ przekatnej Sciany bocznej rozwazanego graniastostupa. Korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkgta AC'F' mamy

d? = a? + h? = a2 + 100.
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Stosujemy twierdzenie kosinusow do trojkata ABF', otrzymujemy kolejno
a®>=d*+d*-2-d-d-cosa

a® = 2(a® + 100) — 2(a® + 100) - 5%

a2:%a2—|—20
a? =25
a = 5.

Mozemy obliczy¢ objetos¢

V= 2By B8 0= 125,/3

Przyktad 3

Graniastostup prawidlowy trojkatny przecieto plaszczyzng przechodzaca przez krawedz
podstawy i nachylong do plaszczyzny podstawy pod katem ostrym, ktorego tg o = 2+/3.
Pole otrzymanego przekroju wynosi v/39. Stosunek dlugosci wysokosci do dlugosci
krawedzi podstawy tego graniastostupa wynosi 2. Obliczymy objetos¢ tego
graniastostupa.

Rozwigzanie:

Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy oraz h > 0 dtugos¢ wysokosci
rozwazanego graniastostupa. Zauwazmy, ze przekrojjest trojkatem rownoramiennym,
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anie trapezem wtedy i tylko wtedy gdy punkt R znajduje si¢ na krawedzi EB. Dzieje si¢
tak, gdy

tga < b — 2h _ 2VBh _ 43

V3 a/3  3a 3
2

Ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze stosunek dtugosci wysokosci do dtugosci krawedzi
podstawy tego graniastostupa wynosi 2. Zatem pole trojkata rownoramiennego wynosi
Picr = V391 wysokos$ci hgor > 0. Z warunkéw zadania mamy

tga = 24/3 oraz Pacr = %ahACR =391 h = 2a.

Z trojkata RP B otrzymujemy

gdzie odcinek |PB| = ‘“2/5 jest wysoko$cig podstawy. Otrzymujemy kolejno
[BE| _ 5. /3

F 2v/3

|BR| = 3a.

Mozemy teraz wyznaczy¢ zalezno$¢ wysokosci trojkata AC'R od dtugosci krawedzi
podstawy. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata RP B otrzymujemy

2
hAC’R: 90,2—{—3% :@a.

Podstawiajac te zalezno$¢ do wzoru na pole przekroju graniastostupa otrzymujemy
Pycr = %ahACR = %a- @a = @az = /30.

Stad a = 2 oraz h = 4. Mozemy obliczy¢ objetos¢

V=28p =45y 43

Przyktad 4

W graniastostupie prawidtowym trojkagtnym krawedz podstawy jest rowna 4, a tangens
V15

kata jaki przekgtna Sciany bocznej tworzy z sgsiednig $ciang boczng wynosi ~+=.

Obliczymy objetos¢ tego graniastostupa.
Rozwigzanie:

Rozwazmy graniastostup prawidtowy trojkatny przedstawiony na rysunku.



Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy oraz h > 0 dlugos¢ wysokosci
rozwazanego graniastostupa. Z treéci zadania wynika, ze a = |AB| = |BC| = |AC| = 4.

Odcinek |[AP| = & 3 _ 2\/§ iest wysokoScia podstawy. Z warunkow zadania
2 J y ap y

otrzymujemy kolejno
[AP|

te = Tpry

2v3 _ V15

[PF] — 75

|PF| = 2/5.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata F'C' P otrzymujemy

|PF|> = h? + +a?, stad mamy h = 4.

Mozemy obliczy¢ objetos¢

V=SB 165y 163,

Przyktad 5

W graniastostupie prawidlowym trojkatnym pole powierzchni catkowitejjest rowne 34/3.

Kosinus kata nachylenia przekatnej Sciany bocznej do sgsiedniej $ciany bocznej wynosi

2113

13- Obliczymy objetos¢ tego graniastostupa.

Rozwigzanie:
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Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy oraz h > 0 dtugos¢ wysokosci
rozwazanego graniastostupa. Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa kolejno dla trojkatow
ACF i PCF otrzymujemy, ze

|AF| = vVh? + a2 oraz |FP| = y/h? + +a2.

Z warunkow zadania mamy kolejno

_ |Fp|
Cosx = AF|

1
AR S 5 ¥
Vit 13

13(h* + $a*) = 4(h® + a®)

Oh2 =

|
N3
Q

Podstawiamy te zalezno$¢ do wzoru na pole powierzchni catkowitej graniastostupa.
Otrzymujemy kolejno

3ah+ 23 — 33
3a- La+ 95 _33

a’> =3

a:ﬁzatemh:%.



Mozemy obliczy¢ objetos¢

_ a*V3 1 33 33
V=5 h="0 5 = 5

Stownik

graniastostup prawidtowy trojkatny

graniastostup prosty, ktérego podstawq jest trojkat rownoboczny
twierdzenie Pitagorasa

w dowolnym tréjkgcie prostokatnym suma kwadratéw dlugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dlugos$ci przeciwprostokatnej tego trojkata

twierdzenie cosinusow

w dowolnym trojkacie, kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokoéw pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokow
i cosinusa kata zawartego mi¢dzy nimi




Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w animacji 3D, a nastepnie wykonaj polecenia.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DAwO9Ssr6

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej objetosci graniastostupa.

Polecenie 2

Oblicz pole powierzchni graniastostupa prawidtowego trojkatnego, ktérego objetosc jest
rowna 9\/3, a suma dtugosci wszystkich krawedzi wynosi 30. Dtugosci krawedzi
graniastostupa sg wyrazone liczbami wymiernymi.

Polecenie 3

Krawedz podstawy szklanego wazonu w ksztatcie graniastostupa prawidtowego tréjkatnego
wynosi 10 cm. Do wazonu wlano 3 szklanki wody o pojemnosci 250 ml, co stanowito 0, 6
catkowitej pojemnosci wazonu. Jaka jest wysoko$¢ wazonu? W obliczeniach przyjmij, ze

V3= 1, 7. Wynik podaj w zaokragleniu do petnych centymetréw.



https://zpe.gov.pl/a/DAwO9Ssr6

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1
Cwiczenie 2

Zaznacz TAK albo NIE, w zaleznosci od tego, czy podane stwierdzenie jest prawdziwe lub
fatszywe.

Zdanie TAK NIE

Objetosc¢ graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
o krawedzi podstawy \/ 6
i wysokosci V3 wynosi 4, 5.

Wysokos¢ graniastostupa
prawidtowego trdjkatnego
o krawedzi podstawy 5
i objetosci 50\/§ wynosi 8.

Dtugos¢ krawedzi
podstawy graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego O O
o wysokosci réwnej 4+/3
i objetosci 27 wynosi 4.

Objetos¢ graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
jest rowna 12\/5.
Przekatna $ciany bocznej
jest nachylona do krawedzi
podstawy pod katem,
ktorego tga = %. Pole
podstawy graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
Wynosi 44/2.




Cwiczenie 3
Uzupetnij podany tekst przeciggajac w odpowiednie miejsca wtasciwy wyraz.

graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest rowna pola podstawy przez
T graniastostupa. Poleg ------------- graniastostupa prawid’rc_)_\;\;_egc;_’_c;'éjkatnego obliczamy
korzystajac Ze wzoru na pole{ _______________________ i_._D’rugos’c' wysokosci graniastostupa prawidtowego
trojkatnego réwna sie d’rugoéc_i_iz:::::: _____ . Objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego

ilorazowi ’ ‘ sumie ’ ‘ Objetos¢ ’ ‘ przekatna podstawy ’ ‘ V = “th ’
Pole powierzchni bocznej ’ ‘ Pole powierzchni catkowitej ’ ‘ iloczynowi ’ ‘ podstawy ’

trojkata réwnoramiennego ’ ‘ krawedzi bocznej ’ ‘ wysokosci podstawy graniastostupa ’

‘ tréjkata rownobocznego ’ ‘ V= a2;/2 h ’ ‘ $ciany bocznej ’

V=28

a?

trojkata prostokatnego ’ ‘ wysokos¢ ’ ‘ V = ;/gh ’ ‘ przekatna $ciany bocznej ’




Cwiczenie 4

W graniastostupie prawidtowym tréjkagtnym wprowadzono oznaczenia tak jak na rysunku.

Przeciagnij i upusé¢ wtasciwe wzory.

S|

0, 5d? ‘0,5d2\/h2 —0,5d2 H V3 4 cos asin 2a ’ By

Vh,sina alhtg o ,12—‘,; a’h,V/2 ‘ %cp sin 2 ’ 2d? — h?
2d? sin 2a ‘ +d?sin 2a ’ ‘ %d2 cos? a ’

ina,/-5-2_
S hy"+2a?




Cwiczenie 5

Woybierz prawidtowa odpowiedz.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego trojkatnego o dtugosci a
zwiekszono dwukrotnie. Jak zmienita sie jego objetos¢?

() Wozrosta dwukrotnie.
() Zmalata dwukrotnie.

() Wzrosta czterokrotnie.

Cwiczenie 6

Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego tréjkatnego wynosi 21.
Wysokos¢ stanowi 150% dtugosci krawedzi podstawy. Oblicz objeto$é tego graniastostupa.

Cwiczenie 7 @

Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest nachylona pod katem
60° do krawedzi podstawy. Do budowy szkieletu tego graniastostupa zuzyto drut dtugosci
30 dm. Czy zmiesci sie w nim 15 litrow wody?

Cwiczenie 8 O

Do naczynia z sokiem w ksztatcie graniastostupa prawidtowego tréjkatnego o wysokosci 4\/5,
wrzucono trzy szescienne kostki lodu o krawedzi V3 razy mniejszej niz krawedz podstawy
naczynia. Objetos¢ mieszaniny soku i lodu wynosita wéwczas 12. lle wynosita objetos¢ soku
przed wrzuceniem kostek lodu?



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: ObjetoS¢ graniastoslupa prawidlowego trojkatnego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

zakres rozszerzony

VIIL. Trygonometria

Zakres podstawowy

Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens dla katow od 0° do 180°,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych

5) stosuje twierdzenia sinusow i cosinusOw oraz wzor na pole trojkata.
Zakres rozszerzony
Uczen dla katow 30°,45°,60°:

5) korzysta z wzorow na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych;

X. Stereometria
Zakres podstawowy
Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolnoSci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow;



6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony
Uczen:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje podstawowe wilasnoSci graniastostupa prawidtowego trojkatnego;

» wykorzystuje podstawowe wilasnosci graniastostupow prostych i prawidtowych do
nieskomplikowanych obliczen;

 stosuje funkcje trygonometryczne oraz wiasnosci trojkatéow prostokatnych do
obliczania dtugosci odpowiednich odcinkow graniastostupie prawidlowym trojkatnym;

 oblicza objetoS¢ graniastostupa prawidlowego trojkatnego;

» majgc dang objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkgtnego wyznacza wskazane
odcinki w graniastostupie, pole powierzchni boczneji pole podstaw.

Strategie nauczania:

 konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
 dyskusja panelowa;
o dyskusja.

Formy pracy:

» pracaindywidualna;
e pracaw parach;
e pracaw grupach;



e praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu; zasoby multimedialne
zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg zajeé:
Przed lekcja

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami z poprzednich lekcji dotyczacymi graniastostupa
prawidtowego czworokatnego.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnigcia w trakcie lekcji o temacie: “ObjetoS¢ graniastostupa
prawidlowego trojkatnego”.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami z dzialu ,,Przeczytaj’. Analizuja przedstawione przyktady i notuja
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w sekcji “Animacja 3D”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily si¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie polecenia nr 1-2 z sekcji ,Animacja 3D”. Nastepnie
nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajagc ewentualne watpliwosci.

4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 3-5 z sekcji ,,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z dziatu ,Sprawdz si¢”. Poich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
e Omowienie ewentualnych probleméw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa



Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Jednostki objetosci. ObjetoS¢ graniastostupa

Wskazowki metodyczne:

Animacje 3D mozna wykorzysta¢ do powtorzenia materialu o graniastostupach.
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