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Réwnania trygonometryczne prowadzace do

rozwigzywania rownan kwadratowych

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Potrafisz juz rozwigzywac proste rOwnania typu: sinx = a, cosx = aitgz = a, gdzie a jest
liczba rzeczywistg. W tym materiale dowiesz si¢, jak sprowadzi¢ bardziej skomplikowane

rownania trygonometryczne do postaci rownania kwadratowego. W tym celu
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o Nauczysz si¢ sprowadza¢ rownania trygonometryczne do postaci rownania
kwadratowego.

» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ podstawowe tozsamosci trygonometryczne do
rozwigzywania bardziej skomplikowanych réwnan.

» Przypomnisz sobie, jakie wlasnos$ci majg rozwigzania rownan kwadratowych.



Przeczytaj

W tym materiale oméwimy rownania trygonometryczne, ktore przez odpowiednie
podstawienie mozemy sprowadzi¢ do rownania kwadratowego.

Na poczatek rozpoczniemy od przyktadu, w ktorym odpowiednie podstawienie jest dobrze
widoczne i naturalne.

Przyktad 1

Obliczymy warto$¢ sin z, jezeli wiemy, ze 6 sin? z — sinz — 2 = 0.

Rozwigzanie

Zrobmy podstawienie: ¢ = sin .

Woéwczas rownanie 6sin® z — sinz — 2 = 0 przyjmuje posta¢ rownania kwadratowego:
6t —t—2=0.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe. Obliczmy:

Stad otrzymujemy odpowiedz: sinx = —% lubsinz = 2.

w

Przyktad 2

Rozwigzemy rownanie 2 cos? (% — z) = 3sin(1, 57 + z).
Rozwigzanie

Najpierw skorzystamy ze wzorow redukcyjnych:

cos(3 —z) =sinz orazsin(1,57 + ) = —cosz

i otrzymamy réwnanie:

2sin’ z = —3 cos z.

Wykorzystamy jedynke trygonometryczna:

2(1 — cos? a:) + 3cosxz = 0.



javascript:void(0);

W réwnaniu 2 cos®  — 3 cosz — 2 = 0 podstawiamy ¢ = cos z i otrzymujemy réwnanie
kwadratowe: 2t — 3t — 2 = 0.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:
A =25
t=2lubt=—1.

Stad otrzymujemy alternatywe rownan trygonometrycznych:

1

cosx = 2lubcosx = —3.

Rownanie cos z = 2 jest sprzeczne, gdyz zbiorem warto$ci funkcji cosinus jest przedziat
<_ 1’ 1>-

Rozwigzaniami rownania cos ¢ = —% sq liczby:

x = % + 2kmlubz = — 2; + 2km, gdzie k € Z.
Przyktad 3

Obliczymy wartos¢ cos z, jezeli sinx — 2cosz = 1.
Rozwigzanie

Stworzmy uklad réwnan, wykorzystujac jedynke trygonometryczng:

sinx —2cosz =1
sinz +coslz =1

Z pierwszego rownania wyliczmy sin z:
sinx =14 2cosz

i podstawmy do jedynki trygonometryczne;j
(14 2cosz)’ + cos’z = 1.

Stad otrzymujemy:

1+4cosx +4cos’z +cos’zx =1

5cos’x +4cosz =0

cosz(bcosz +4) =0.

A zatem odpowiedz jest nastepujaca: cos z = 0 lub cos = — %.
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Przyktad 4

Obliczymy warto$¢ tg z, jezeli 12tg? z — 5tgz — 3 = 0.

Rozwigzanie

Zrobmy podstawienie: ¢t = tg x. Wowczas otrzymujemy rownanie kwadratowe:
12¢% — 5t — 3 = 0.

Rozwigzmy je:

A=25+4-3-12=169

_ 1 _ 3

Stad otrzymujemy odpowiedz: tgx = —% lubtgz = %.

W ostatnim przyktadzie zaprezentujemy metode doprowadzenia rownania
trygonometrycznego do postaci rownania kwadratowego. Doprowadzenie do postaci
rownania kwadratowego jest najtrudniejszym elementem tego zadania.

Przyktad 5

2

Obliczymy warto$¢ tg x, jezeli wiadomo, ze 2 cos® z + sin® x — 3sinz - cosz = 0.

Rozwigzanie

2

Rozwazmy przypadek, gdy cos x = 0. Wowczas rownanie ma postac: sin” z = 0, czyli

sinz = 0.

Zauwazmy, ze funkcje y = sinx i y = cos & nie mogg jednoczesnie przyjmowac wartosci
0. Czyli liczby z, dla ktorych cos z = 0, nie spetniajg rownania.

Zatem réwnanie 2 cos? z + sin? z — 3sinx - cos z = 0 mozemy podzieli¢ stronami przez
cos? z. Otrzymujemy wowczas rownanie:

tg?x — 3tgx +2=0.

Podstawmy: t = tg .

Otrzymujemy rownanie kwadratowe:
t?—3t+2=0.

Obliczamy, ze A = 1.

Rozwigzaniami rownania t? — 3t + 2 = 0 s3




t=2lubt = 1.

Wracajac do podstawienia t = tg z, dostajemy odpowiedz:

tgx =1lubtg x = 2.

Opisang w powyzszym przykladzie metode mozemy probowac stosowac wtedy, gdy
wystepuja dwie funkcje: sinus i cosinus oraz kazde wyrazenie przy dzieleniu przez potege
cos x jako nowg zmienng moze dac tgx.

Stownik
jedynka trygonometryczna

tozsamo$¢ trygonometryczna: dla kazdejliczby rzeczywistej x zachodzi rownosc¢

2

sinz +cos’z =1



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre edukacyjng, nastepnie wykonaj polecenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DKerlRXOT

Polecenie 2

Dla jakich wartosci parametru a € R rownanie

cos’z+4cosz+a=0

ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych?


https://zpe.gov.pl/a/DKerlRXOT

Polecenie 3
Dla jakich wartosci parametru a € R rownanie
tg?x +2(a+2)tgx —3a—2=0

ma rozwigzanie w zbiorze liczb rzeczywistych?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawne dokonczenie zdania. Jezeli 12 sinz + 5sinz — 3 =0, to

() sinz=—1lubsinz = 2.
1 3
(O sinz = % lubsinz = 3.
(O sinz = flubsinz = 2.
() sinz = —=+ lubsinz = —3.
3 1
() sinz = L lubsinz = —3.
3 1
() sinz= —+ lubsinz = —%.




Cwiczenie 2

Wskaz wszystkie réwnania, dla ktérych istniejg doktadnie dwa rozwigzania w przedziale

(=%, %)

6cos’z +Tcosz+2=0
4cos?4x + Tcosdxr —2=10
2cos? 2z 4 cos2x —1 =0
4cos’z +Tcosz —2=0
3cos’x —8cosz+4=0

16cos’z —1=0

o o o o o o g

4cos’ 2z + Tcos2x —2 =10

() 3cos’z—cosz =0

Cwiczenie 3
Wskaz réwnania, ktére nie majg rozwigzan w liczbach rzeczywistych.
sinz + V3cosz = 2

sinx + 2cosx = %

sinz +3cosx =4

sinx — \/gcosw =3

o o 0O o d

sinz —3cosx =4



Cwiczenie 4

Potacz w pary rownanie, ktére maja réwne zbiory rozwigzan.

4cos?z —3=0 2sin’z — 11sinz + 12 = 0
3sin’z +4sinz —4 =0 6sin’z + 5sinz — 6 = 0
3cos’z +5cosz—2=0 3sin’z — cos’z = 0
cos’z —5cosz +6=0 3cos’z —Tcosz+2=0
Cwiczenie 5
Wskaz rownania, ktore maja doktadnie jedno rozwigzanie w przedziale (—%, O).

4tg?x — 12tgz +9=0

2tg?z +tgz —1=0

2tg?z —3tgz +1=0

tg?z +tgx —6=0

tg?x +5tgz +6=10

o o o 0o 4o o

tg?z —tgx —6=10



Cwiczenie 6

Wskaz réwnanie, ktére ma taki sam zbiér rozwigzan jak réwnanie

2

. 92 .
3sin“x — 2 cos” x = sin x cos x.

() 3tg’z—2tgzr—1=0
O tg?z+2tgz—3=0
O 3tg’z—tgx—2=0
O 2tg?z+tgz—3=0
Cwiczenie 7 @

Dla jakich wartosci parametru a € R réwnanie tg? z + atgz — a — 1 = 0 ma rozwiazanie
w przedziale (— 3, 0).

Cwiczenie 8 @

2

Oblicz warto$¢ tg x, jezeli wiadomo, ze 6 sin? z + sinx - cos z — cos?z = 2.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownania trygonometryczne prowadzace do rozwigzywania rownan
kwadratowych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen:

6. rozwigzuje rownania i nierbwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1, 2sin’ z < 1.

Cele operacyjne:
Uczen:

» sprowadza réwnania trygonometryczne do postaci rownania kwadratowego,
» wykorzystuje podstawowe tozsamosci trygonometryczne do rozwigzywania bardziej
skomplikowanych réwnan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;



« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,RoOwnania trygonometryczne prowadzace do
rozwigzywania rownan kwadratowych” oraz wspoélne z uczniami ustalenie kryteriow
sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczace ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice¢ o zapisywanie propozyciji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadaja na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz sie”.
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktore mieli podczas ich
wykonywania.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszgc si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych

Wskazowki metodyczne:


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Rownania trygonometryczne prowadzace do
rozwigzywania rownan kwadratowych”



