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Srodek odcinka

Zrédto: Gilberto Olimpio, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji zajmiemy sie¢ wyznaczaniem wspoirzednych srodka odcinka w zaleznosci od
wspotrzednych jego koncow. UmiejetnoSc ta jest bardzo przydatna w rozwigzywaniu zadan
z geometrii analitycznej, poniewaz wiele witasnosci figur dotyczy wiasnie punktow
bedacych na przykiad srodkami bokow wielokatow.

Twoje cele

o Wyznaczysz wspolrzedne srodka odcinka o danych koncach.

o Wykorzystasz wzory na wspotrzedne Srodka odcinka do rozwigzywania zadan
Z parametrem.

o Zastosujesz wzory na wspotrzedne srodka odcinka do rozwigzywania zadan
z geometrii analityczne;j.




Przeczytaj

Podamy najpierw, w jaki sposob wspotrzedne Srodka odcinka zalezg od wspoirzednych
koncow tego odcinka, a nastepnie podamy uzasadnienie tej zaleznosci:

Wspolrzedne srodka odcinka sg rowne srednim arytmetycznym wspoirzednych jego
koncéw, czyli dla odcinka AB o koncach A = (z4;y4) i B = (zp;yp) wspoOtrzedne jego

, , +
Srodka S sa rowne (24722 YAUB )

Przyktad 1

Srodek S odcinka o koncach A = (3; —2) i B = (—7;6) ma wspotrzedne
3+(=7) . — _(—=4.4\ _ .
§= (2520 ) = (554) = (-22),

B = (-T;6)

-8 —7 —6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

sl

YA=(3-2)

Przyktad 2

Dany jest punkt A = (—4;5) i $rodek S odcinka AB o wspotrzednych S = (2; 3).
Wyznaczymy wspotrzedne punktu B.

Oznaczmy wspotrzedne punktu B przez (zp;yB).

Poniewaz wspotrzedne $rodka odcinka sg rowne srednim arytmetycznym
wspolrzednych jego koncow, otrzymujemy rownania

—4+xp . 5+yB -
— 2 =2i—F5> =3.

Stad odpowiednio —4 +xp =4 i5 + yp = 6.


javascript:void(0);

Zatem punkt B ma wspoétrzedne (8;1).

Przyktad 3

Wyznaczymy teraz warto$ci parametrow m i n, dla ktorych srodkiem odcinka o koncach
A = (m+2;5)1 B = (3;3n) jest punkt o wspotrzednych (5;4).

Poniewaz wspotrzedne srodka odcinka sg rowne Srednim arytmetycznym
wspolrzednych koncow, otrzymujemy réwnania

m+2+3 _ ki 543n
T = 5i S5 = 4.

Zatemm =5in =1,czyli A = (7;5) i B = (3;3).
Wektorowe uzasadnienie wzoroéw na wspotrzedne Srodka odcinka.

Najtatwiejszy dowod wspomnianej powyzej zaleznosci wykorzystuje pojecie i wlasnosci

wektorow.

Rozwazmy punkty A = (xa;ya) i B = (xB;yB).Jesli S = (zs;ys) jest srodkiem odcinka
—

AB,to AS = SB, zatem [zs — ¢4;Yys — ya| = [xB — xs;yB — Ys].

Korzystajgc z kryterium rownosci wektorow otrzymujemy rownania s — 4 = TB — &S

oraz ys — YA = YB — Ys.

Po prostych przeksztalceniach okazuje sie, ze g = H45°L { yg = AU

Niewektorowe uzasadnienie wzorow na wspotrzedne srodka odcinka.

TA+IB yA+yB)
2 ) 2

lezy na prostej wyznaczonej przez punkty A i B oraz, ze odlegto$¢ punktu B od punktu A

Rozwazmy punkty A = (z4;y4) i B = (zp;yp). Pokazemy, ze punkt S = (

jest rowna odlegtosci punktu S od punktu B.
Réwnanie prostej przechodzgcejprzez punkty A i B to
(z —za)(ya —yB) = (y — ya)(za — zB).

Aby sprawdzi¢, czy punkt S lezy na prostej AB, podstawimy najpierw za £ w rownaniu
prostej pierwsza wspoétrzedng punktu S.
Lewa strona roOwnania przyjmuje postac:

( TA+Tp —TA+TR

2 —za)(ya —yB) = (52) (ya — yB) = —5 (x4 — 28)(ya — yB).

Teraz za y podstawimy 24142

Prawa strona rownania przyjmuje postac:


javascript:void(0);

(y—ya)(za —z5) = (YL —ya)(za —z5) = (L) (z4 — z5) =

= —%(yA - yB)(l'A - JJB)-
Poniewaz obie strony rownosci sa réwne, punkt S lezy na prostej AB.

Obliczmy dtugosci odcinkow |AS| i |BS|:

148 = /(25— 2a)? + (w5 —ya)? = V(2522 — 2a)> 4 (B522 _y)’ =
= () ()

BS| = /(25— 2)” + (s — yp)? = \/ (24522 — @) + (L — yp)° =
= ()" () = () (e

= () ()

Widzimy, ze dlugosci odcinkéw AS i BS sg rowne i punkt S lezy na prostej AB, zatem
punkt S jest srodkiem odcinka AB.

Przyktad 4
Wyznaczymy rownanie symetralnej odcinka o koncach A = (—4;2)i B = (3; —1).

Skorzystamy z faktu, ze symetralna odcinka AB jest do niego prostopadia i przechodzi
przez jego Srodek.

Srodek S odcinka AB ma wspotrzedne (—%; %)

Wspolczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A i B to ﬁ = _73,

zatem wspotczynnik kierunkowy symetralnej odcinka A B jest réwny %
Szukane rownanie symetralnejma postac y = %x + 0.

Po podstawieniu do niego wspolrzednych punktu S otrzymujemy réwnanie:

+=%.5 +bratemb= 3.

Réwnanie symetralnejodcinka ABtoy = %93 + %

Stownik

wspotrzedne srodka odcinka


javascript:void(0);

wspotrzedne Srodka odcinka sg rowne Srednim arytmetycznym odpowiednich
wspolrzednych koncow tego odcinka; wspotrzedne srodka odcinka o koncach

A= (245y4), B = (2p;yp) sarowne (Zatie, valys)

symetralna odcinka

prosta prostopadia do odcinka przechodzgca przez jego srodek



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj, w jaki sposdb mozna wyznaczy¢ srodek odcinka w uktadzie wspétrzednych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DHXoyiuQ3

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego srodka odcinka w uktadzie
wspotrzednych.

Polecenie 2
Rozwiaz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Srodek okregu
Wspotrzedne opisanego na
Wspétrzedne érodka drl{glego Ifonca Rowna.\nle . .trOJkaue
) , odcinka o srodku symetralnej odcinka o wierzchotkach
odcinka o konincach ) i
A= (2;-3)i w punkcie o koncach A = (4;4),
B (_i .5) to S = (1;3) i jednym A= (3;5)i B = (5;-3),
N ’ z koncow w punkcie | B = (—3;—2) to C=(-1;-1)to
(—3;—2) to punkt
o wspotrzednych
(=34 O (=2-2,5) O y=-zz+5 O (3;0) O
(-1;1) O (-1;0,5) O y=2z+3 O 3;1) O
(3;-4) O (5;8) O y=gz+% O (4:7) O


https://zpe.gov.pl/a/DHXoyiuQ3

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Wz6r na $rodek odcinka AB, gdy A = (x1;y1) i B = (z2;y2) to

O 8= (:1:11:2. mléxz)

O 5= (4, =4)

O 5= (272 242)

O S ( T1+Ty ylg‘yZ )

Cwiczenie 2 ®

Wyznacz wspoétrzedne $rodka odcinka AB, jesli A = (—2;11), B = (—6; —3). Wpisz liczby
w puste pola.

( | )

Cwiczenie 3

Wyznacz punkt symetryczny do punktu A = (3; —12) wzgledem punktu B = (17; —4).
Whpisz liczby w puste pola.

( | )

Cwiczenie 4

Punkty A = (11; —21) i B = (—3; 15) sa do siebie symetryczne wzgledem punktu C.
Wyznacz wspoétrzedne punktu C. Wpisz liczby w puste pola.

¢ =( | )




Cwiczenie 5

Wyznacz wspoétrzedne punktéw, ktore dzielg odcinek AB na trzy réwne czesci, jesli
A = (3;14) i B = (—12;23). Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

] (2;17)

() (=2;17)

) (=7;20)

] (7;20)

Cwiczenie 6

Punkt P jest punktem przeciecia przekatnych rownolegtoboku ABCD (punkty A, B, C, D s3
kolejnymi wierzchotkami).

Wyznacz wspétrzedne brakujacych wierzchotkow, jesli C = (7;1), D = (—3; —2) i

P = (2; —5). Wpisz liczby w puste pola.

A= | )
B=( | )
Cwiczenie 7 @

Punkty A, B, C sa kolejnymi wierzchotkami rownolegtoboku ABC D. Wyznacz wspétrzedne
wierzchotka D oraz punktu przeciecia przekatnych P, jesli A = (—3;5), B = (7;12) i
C = (—4; —6). Przeciagnij odpowiednie wspotrzedne w puste pola.




Cwiczenie 8

Wyznacz wspétrzedne srodka ciezkosci trojkata ABC, jesli A = (—3;5), B = (7;12) i
C = (—4;-6).

O (=330



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz
Przedmiot: Matematyka
Temat: Srodek odcinka
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegbétowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:
3) oblicza odlegtos¢ dwadch punktéw w uktadzie wspoétrzednych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

o Wyznaczysz wspolrzedne srodka odcinka o danych koncach.

o Wykorzystasz wzory na wspolrzedne Srodka odcinka do rozwigzywania zadan
Z parametrem.

» Zastosujesz wzory na wspotrzedne Srodka odcinka do rozwigzywania zadan z geometrii
analityczne;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e rOzmMoOwa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;



 dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi ucznidow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’

Faza wstepna:

1. Prowadzacy prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”
- ,Przeanalizuj, w jaki sposdb mozna wyznaczy¢ Srodek odcinka w uktadzie
wspotrzednych.” Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materiatem. Po
ustalonym wczesniej czasie pyta czy byly watpliwosci z jego zrozumieniem i ttumaczy
je.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéw ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacie,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.



Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,Srodek odcinka” i inicjuje krotka
rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego uczniowie si¢ nauczyli). Na koniec
prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Srodek odcinka”).

Materialy pomocnicze:
Dtugoséc¢ odcinka. Srodek odcinka
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Srodek odcinka”


https://epodreczniki.pl/a/dlugosc-odcinka-srodek-odcinka/DoNS5ik39

