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Zrodto: Dnu72, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 4.0.

Algorytm Euklidesa opisuje metode znajdowania najwiekszego wspolnego dzielnika
dwoch liczb naturalnych. Nazwa pochodzi od greckiego matematyka Euklidesa, ktory
jako pierwszy opisat algorytm w IV w p.n.e., chociaz nie byt jego autorem. Problem
wyznaczania NWD rozwigzywany jest na wiele sposobow, w tym materiale

wykorzystamy wersje opartg na odejmowaniu.
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Aby zrozumie¢ poruszane w tym materiale zagadnienia, przypomnij sobie:



e Wprowadzenie do programowania w jezyku Python

Twoje cele

Przeanalizujesz zapis algorytmu Euklidesa znajdowania NWD opartego na

odejmowaniu.

Napiszesz program obliczajagcy NWD dla liczb pobranych od uzytkownika.

Zastosujesz instrukcje iteracyjng (petle) i instrukcje warunkowg.

Zbadasz liczbe operacji potrzebnych do uzyskania wyniku.

NWD
Najwiekszy wspolny dzielnik (NWD) dwoch dodatnich liczb naturalnych ai b to

najwieksza liczba naturalna d, ktora jest dzielnikiem kazdej z nich, czyli dzieli je bez

reszty. Przyjmijmy, ze bedziemy ja oznaczac jakod = NWD(a, b).

NWD ma wiele zastosowan, m.in. pozwala skracac¢ utamki zwykte do postaci, w ktore;j

licznik i mianownik sg liczbami wzglednie pierwszymi, czyli NWD(a, b) = 1.

Algorytm Euklidesa z zastosowaniem odejmowania

Skonstruujemy algorytm, ktory obliczy najwigkszy wspolny dzielnik dwoch dodatnich
liczb naturalnych.

Specyfikacja algorytmu:
Dane wejSciowe:
e a,b - dodatnie liczby naturalne

Wynik:


file:///b/Pt7zutwpB
file:///b/P1DAt9bsZ
file:///a/DILXeIQjc

e d-dodatnia liczba naturalna, NWD(a, b)

Do rozwigzania postawionego zadania uzyjemy algorytmu Euklidesa w wersji
z odejmowaniem.

Przyktad 1

Przeanalizujmy wyznaczanie NWD wedlug algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem
odejmowania dla danych:a = 4,b = 16.

Powtorzenia a b dzialanie
1 4 10 b=10-4
2 4 6 b=6-4
3 4 2 a=4-2
4 2 2 -

Liczba powtorzen: 3.
Wynik: NWD (4, 10) = 2

Z powyzszego przyktadu wynika, ze dopoki liczby ai b sg rozne, w kazdym
powtorzeniu sprawdzamy, ktora liczba jest wigksza. Jezeli a > b, obliczamy
a = a - b,wprzeciwnymrazie wyliczamyb = b - a.Kiedy aib sarowne,

wynikiem jest dowolna z tych liczb.

Zapiszmy algorytm w postaci listy krokow:

1. Wezytaj a, b.
2. Jezeli a jest rowne b, przejdz do kroku 5.

3.Jezelia > b,zmienneja przypisza - b, w przeciwnym razie zmiennej b przypisz
b - a.

4. Przejdz do kroku 2.

5. Wypisz a i zakoncz algorytm.



Przeanalizujmy rOwniez schemat blokowy algorytmu:

START
Wezytaj liczbe a
Wezytaj liczbe b

Jezeli
a =

PRAWDA
f Wypisz a g;
a=za-b STOP

PRAWDA

Schemat blokowy algorytmu
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Z obydwu sposobow zapisu algorytmu wynika, ze na poczatku pobieramy dane
wejsciowe, czyli dwie dodatnie liczby naturalne. Nastepnie porownujemy je i wieksza
pomniejszamy o mniejszg. Operacje te powtarzajq si¢, gdy liczby a i b sg rozne. Kiedy

zrownajq sie, wyprowadzamy wynik, tj. dowolna z tych liczb, i konczymy.

Zapis algorytmu w postaci programu

Napiszemy prosty program, ktory bedzie obliczat NWD wedlug oméwionego
algorytmu.

Do kodowania uzyj dostepnego w swoim $rodowisku edytora, np. IDLE

dotaczonego do standardowej instalacji Pythona.

Przyktad 2

Kopiujemy ponizszy kod, wklejamy do pustego pliku i zapisujemy pod nazwg np.
nwd_odejmowanie.py.




# pobierz liczbe naturalng a

# pobierz liczbe naturalng b

# petla obliczajgca NwD

10 # wypisanie wyniku
11 print("NwD(", a, ",", b,") =", a)

Dane

Jak wynika z komentarzy w kodzie programu, na poczatku musimy pobrac¢ dane, czyli

dwie dodatnie liczby naturalne.

Polecenie 1 R
W pliku nwd_ode jmowanie. py ponizej odpowiednich komentarzy dodaj instrukcje
pobierania z klawiatury dwéch liczb naturalnych i zapamietywania ich pod nazwami a

i b. Uzyj funkcji input () i int().

Petla

W najwazniejszej czesci algorytmu porownujemy podane liczby, dopoki nie sg rowne.
Warunek ten mozemy zapisac jako a != b. Poniewaz nie wiemy, ile trzeba powtorzen,
aby uzyska¢ wynik, w programie musimy uzy¢ petli while. Wewnatrz petli do
sprawdzania, ktora z liczb jest wieksza, bedziemy potrzebowali instrukcji warunkowej
if badajacej warunek a > b. Do zakodowania operacji zmniejszania wigkszej liczby

0 mniejszg uzyjemy instrukcji przypisania,np.a = a - b.



Polecenie 2
W pliku nwd_odejmowanie.py pod komentarzem petla obliczajgca NWD

zapisz:

e petle, sprawdzajgcg warunek a !'= b - uzyj instrukcji while,

e wewnatrz petli warunek a > b oraz operacje zmniejszaniaa = a - blub

b = b - a- uzyjinstrukcji warunkowej if.

Przetestujmy dzialanie napisanego programu.

Polecenie 3
Uruchom program nwd_ode jmowanie.py i przetestuj jego dziatanie dla

przyktadowych danych:

1 # Pierwszy zestaw danych

2a=4

3b =10

4

5 # Drugi zestaw danych
6 a = 1020

7 b =20

Uzycie funkcji



Obliczanie NWD to operacja, ktérg mozna w programie wykonywac wielokrotnie, np.
gdy umozliwimy uzytkownikowi wielokrotne podawanie liczb wejsciowych. Kod
realizujgcy te operacje umiescimy wiec w funkgji, ktora do dziatania bedzie wymagata

dwoch parametrow, tzn. pobranych liczb.

Polecenie 4

Plik nwd_odejmowanie. py zapisz pod nazwg nwd_ode jmowanie_funkcija.py.

Na poczatku pliku nwd_ode jmowanie_funkcja.py umies¢ definicje funkcji

oblicz_nwd().

1 def oblicz_nwd(a, b):
2 # kod petli
3

W ciele funkcji nalezy umiesScic¢ zasadniczg czeS¢ algorytmu, czyli petle obliczajacg
NWD.

Polecenie 5
W pliku nwd_odejmowanie_funkcja.py w funkcji oblicz_nwd() pod
komentarzem kod petli umiesé¢ kod petli obliczajagcej NWD.

Wskazowka: zaznacz, wytnij i wklej dotychczasowy kod petli razem z komentarzem

petla obliczajgca NWD.Zwrdc¢ uwage na poprawne weciecia kodu.
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Zwracanie wartosci z funkgcji

Po umieszczeniu petli wyznaczajacej NWD w funkcji musimy zdecydowac, co zrobimy
z wynikiem jej dziatania, tzn. ze zmienng a, ktora zawiera NWD. MoglibySmy od razu
wypisa¢ wynik, ale w funkcjach, ktore co$ obliczajg, zazwyczaj si¢ tego nie robi, chyba
ze testujemy ich dziatanie. Wynik dzialania funkcji najczesSciej zwracamy do miejsca
wywotania po to, zeby go wykorzystac¢, np. wypisa¢ w terminalu albo uzy¢ w dalszych
obliczeniach.

Do zwracania wartosci z funkcji uzywamy instrukcji return wyrazenie. Wyrazeniem
moze by¢ zmienna, kilka zmiennych czy nawet wynik wywotania innej funkc;ji.

W naszym przypadku wystarczy, ze po petli umieScimy instrukcje return a.

Polecenie 6 ®
W pliku nwd_odejmowanie_funkcja.py nakoncu funkcji oblicz_nwd() umiesc
instrukcje zwracajacg wynik: return a. Zwréc¢ uwage na jej wciecie, powinno

odpowiadac petliwhile.

Wywotanie funkcji

Wykonywanie naszego programu rozpoczyna si¢ od pobrania dwoch liczb od
uzytkownika. Po pobraniu tych danych musimy umiesci¢ wywotanie naszej funkcji

w postaci oblicz_nwd(a, b).Liczby aib przekazujemy jako argumenty.

Funkcja oblicz_nwd() zwraca wynik do miejsca wywotania. Mozemy go przypisa¢ do

zmiennej d, a na koniec wypisac.
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Polecenie 7
W pliku nwd_odejmowanie_funkcja.py po instrukcjach pobierania danych

wejsciowych umiesé instrukcje przypisania i wywotania funkcji:

1 d = oblicz_nwd()

Koncowa instrukcje print () zastap kodem:

1 print(llNWD(H, a’ II,Il, b,") - ”, d)

Uzycie funkcji ma jeszcze jedna zalete - utatwia wypisywanie komunikatu

koncowego.

Notatnik

Miejsce na twoje notatki:

Film
Polecenie 8
Zapoznaj sie z animacja, ktéra pokazuje, w jaki sposéb mozemy uzyskaé odpowiedz na

pytanie o to, ile trzeba wykonad operacji odejmowania, zanim znajdziemy najwiekszy

wspolny dzielnik z wykorzystaniem algorytmu Euklidesa.



Najwiekszy wspdélny dzielnik

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RIE3bvIEBiR8S

Najwiekszy wspolny dzielnik
Zrédto: Robert Bednarz, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pod tytutem Najwiekszy wspolny dzielnik

Program nwd_odejmowanie_licznik.py zaprezentowany w animacji:

Plik o rozmiarze 574.00 B w jezyku polskim


file:///preview/resource/R1E3bvJEBiR8S

Polecenie 9

[

Uruchom program nwd_odejmowanie_licznik.py i przetestujjego dziatanie dla

podanych danych:
1 # Pierwszy zestaw danych
2a=28
3b =32
4
5 # Drugli zestaw danych
6a=28
7 b = 2848
8
9 # Trzecl zestaw danych
10a=2
11 b = 10
12
13 # Czwarty zestaw danych
14 a=2
15 b = 22222

Na podstawie wypisanych liczb operacji zastandw sie, od czego zalezy liczba

wykonywanych operacji. Zapisz notatke.




Polecenie 10

Do wykonania polecenia wykorzystaj nastepujace dwa zestawy danych:

# Pierwszy zestaw danych
a = 34
b = 16

# Drugi zestaw danych
a =16
b = 34

Przy uzyciu programu nwd_ode jmowanie_licznik.py przeprowadzZ kolejne testy dla
podanych danych i zanotuj wyniki.

Zastanow sie, czy liczba wykonanych operacji zalezy od kolejnosci danych wejsciowych.

Polecenie 11

Przy uzyciu programu nwd_odejmowanie_licznik.py przeprowadz testy dla
wybranych przez siebie liczb. Zanotuj wyniki.

Zastanow sie, czy uzyskane wyniki potwierdzaja, ze liczba operacji wykonywanych przez
algorytm Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania zalezy od réznicy danych wejsciowych.

Rozstrzygnij, czy na wyniki ma wptyw ich kolejno$¢?

Zestaw ¢wiczen interaktywnych



Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Na zataczonym zrzucie umieszczono fragment schematu blokowego algorytmu Euklidesa
z wykorzystaniem odejmowania. Wskaz, czego uzyjesz do zapisania go w programie.

= . PRAWDA Jaseli
a=>b
Jezeli FALSZ |
a>h
FALSZ
b=>b-a
(] petlifor

(] instrukcji pobierania

(] instrukcji warunkowej

(] petliwhile

Zrodto: Robert Bednarz, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Uporzadkuj podane instrukcje wewnatrz funkcji obliczajgcej NWD przy uzyciu algorytmu
Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania.

[
—
o
\%
o
114

o
I
o
|
o
114

14

else:

O

while a != b:

return a

O

o
I
o
I
o
114

Zrédto: Robert Bednarz, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz.
Wyrazenie warunkowe a != b oznacza:

[«})

jest rowne b.

jest wieksze od a.

Q

o O O

jest rozne od b.

() a to nie b.

Zrédto: Robert Bednarz, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Wskaz, ktére z podanych operacji powtarzane sg w petli w algorytmie szukania NWD
z wykorzystaniem odejmowania.

pobieranie poprawnych danych

sprawdzanie, ktora z liczb jest wieksza

O o O

wypisywanie réznicy podanych liczb
(] zmniejszanie wartosci wigkszej liczby o warto$¢ mniejszej
Zrédto: Robert Bednarz, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5

Przeanalizuj dziatanie algorytmu Euklidesa z wykorzystaniem odejmowaniadlaa = 16ib

= 24. Zapisz wartosci zmiennych a i b przyjmowane w kolejnych powtérzeniach.




Cwiczenie 6

Potacz w pary.

pobranie danych

zwrécenie wartosci

wywotanie funkcji
zmniejszenie wartosci

Zrédto: Robert Bednarz, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

= oblicz_nwd(a, b)

int(input("Podaj liczbe

a: "))

return a

Liczba wykonywanych operacji odejmowania podczas wyznaczania NWD algorytmem

Euklidesa z wykorzystaniem odejmowania:

O o 0O

dla kazdych danych jest inna.

zalezy od roéznicy danych wejsciowych.

zalezy od kolejnosci danych wejsciowych.

(] nie zalezy od kolejnos$ci danych wejs$ciowych.

Zrédto: Robert Bednarz, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8

Wykonaj kolejne ¢wiczenia.

Wskaz, jakiego typu zmiennych uzywamy w programie wykorzystujacym algorytm

Euklidesa.
() bool
() string
(O int
() float

Zrédto: GroMar, licencja: CC BY 3.0.

Stownik

funkcja

wyodrebniony i nazwany blok kodu zawierajacy instrukcje wykonujgce najczesciej

jedno zadanie, w Pythonie rozpoczyna si¢ nagléwkiem: def nazwa_funkcji():

parametry i argumenty funkcji

parametry to zmienne umieszczane w nawiasach okraglych po nazwie funkgciji,
ktore symbolizujg wartosci wymagane do jej dziatania, natomiast argumenty to
wartosci podawane w nawiasach okraglych po nazwie funkcji w miejscu jej

wywolania

wywotanie funkgji




uruchomienie funkcji polegajace na wpisaniu jej nazwy, nawiasow i podaniu

argumentow
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