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Srodek okregu wpisanego w trojkat jest rownoodlegty od ramion tego trojkata. Odlegtosé
tego Srodka od ramion trojkata jest dtugoscig promienia okregu wpisanego w trojkat.
Powstaje pytanie jak wyznaczyc¢ te odlegtosc¢ i jakie sg zwigzki tej odleglosci z innymi
znanymi wielko$ciami jak: pole i obwod trojkata, dtugo$¢ promienia okregu opisanego na
trojkacie, dtugosci bokow i katy w trojkacie.

Twoje cele

e Wyznaczysz dlugo$¢ promienia okregu wpisanego w trojkat.
o Zastosujesz dtugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat w problemach
praktycznych i zagadnieniach matematycznych.




Przeczytaj

Okregiem wpisanym w trojkat ABC nazywamy okrag, ktory jest styczny do wszystkich
bokow tego trojkata.
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Promien okregu poprowadzony do punktu stycznosci z bokiem trojkata jest prostopadty do

tego boku.

Dla kazdego trojkata istnieje doktadnie jeden okrag wpisany w ten trojkat.

Srodek okregu wpisanego w trojkat jest punktem przeciecia dwusiecznych katow tego
trojkata.

Twierdzenie: Dtugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat
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Promien okregu wpisanego w tréjkat o bokach a, b, ¢ i polu P wynosi

p— 2P  _ 2P
~ atb+ec T L

gdzie L oznacza obwod trojkata.

Dowaéd

P = Pasp + Ppsc + Pasc

Poniewaz promien jest prostopadly do boku trojkata, to
Pp=2i+t,z

2P=ar+br+cr=r(a+b+c)

2P
Stadr = 5

Przyktad 1

Wyznaczymy promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o bokach dtugosci 3, 4, 5.
Rozwigzanie

Pole trojkata wynosi P = % = 6.

_ 2-6 _ 12 _
Stad’l"—m—ﬁ—l

Dlugo$c¢ promienia okregu wpisanego w trojkat mozna wyznaczy¢ przy danych niektorych
dtugosciach bokow lub miarach katow. Postuzy¢ moga do tego twierdzenia, ktore pozwalajg
wyznaczy¢ pole lub obwod trojkata.

Witasnosc¢ punktow stycznosci okregu wpisanego w trojkat




Niech D, E, F' bedg punktami styczno$ci okregu wpisanego w trojkat z bokami tego
trojkata. Wtedy przy oznaczeniach z rysunku zachodza rownosci:

|AD| = |AF| = w, |BD| = |BE| = v, |CE| = |CF| = u
Przyktad 2

Wyznaczymy promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny AC B, w ktérym punkt
stycznosci okregu z przeciwprostokatna jest odleglyod C o5iod Ao 7.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Poniewaz tréjkat jest prostokatny, to czworokat DOE B jest kwadratem o boku .
BC| =5+,

Z wihasnosci punktow stycznosci wynika, ze |AC| =7+ 5 = 12,
|AB| =7+ .

Dlugo$¢ promienia » mozemy wyznaczy¢ na dwa sposoby.
Sposéb 1

Z twierdzenia Pitagorasa (5 + r)? + (7 +r)* = 122

25 + 107 + 7> + 49 + 14r + r* = 144

2r* +24r — 70 =0

r*+12r —35=0

A =144 4 140 = 284




VA =2V71

ry = —12—22\/ﬁ < 0,7y = —12+22\/ﬁ — /71— 6
Zatemr = \/ﬁ — 6.

Sposob 2

Korzystamy ze wzoru na dtugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat.

__ 2P _ (54r)(7+r)
=T T “2ator

r(24+2r)=5+7)(7+7)
2r2 +24r =12 +12r + 35

r?+12r—-35=0

OtrzymaliSmy to samo réwnanie co wyzej, wiec r = v/ 71 — 6.

Wzory na pole trojkata

1.P= %ah, gdzie a jest bokiem trojkata, a h jest wysokoscig opuszczong na ten bok.

2. Wzor Herona: P = +/p(p — a)(p — b)(p — ¢), gdzie a, b, ¢ sa bokami trojkata, a p jest
potowa obwodu.

3.P= %ab sin v, gdzie a, b s3 bokami trojkata, a 7y jest katem pomiedzy tymi bokami.

4. P = Z—%, gdzie a, b, ¢ s bokami tréjkata, a R jest promieniem okregu opisanego na

trojkacie.

5. P = pr, gdzie p oznacza potowe obwodu trojkata, a r jest promieniem okregu
wpisanego w ten trojkat.

Warto zauwazyc¢, ze wzor 5. jest prostym przeksztalceniem wzoru na dtugosc
promienia okregu wpisanego w trojkat.

Przyktad 3

Pokazemy, ze promien okregu wpisanego w trojkat o bokach a, b, ¢, wynosi

r = \/ (P*a)(P;b)(P*C) , gdzie p jest potowg obwodu tego trojkata.

Rozwigzanie

Ze wzoru Herona mamy P = 4/p(p — a)(p — b)(p — ¢).
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Stad

r

_ 2vpp—a)(p-b)(p—c) _ vpp—a)(p-b)(p—c) _ /plp—-a)(p-b)(p—c) _ \/ (p—a)(p—b)(p—c)

a+b+c a+g+c p P

Przyktad 4

Wyznaczymy promien okregu wpisanego w trojkat o bokach diugosci 5, 6, 7.

Rozwigzanie
p= 36T — 18 _ 9 wiec = \/ (9‘5)(9g6)(9‘7) — /B =245
Przyktad 5

Wyznaczymy promien okregu wpisanego w trojkat o bokach diugosci 5, 6 i kacie miedzy
nimi 120°.
Rozwigzanie

Wyznaczamy pole trojkata P = %ab siny = % +5-6sin120° = %\/g

Wyznaczamy trzeci bok trojkata z twierdzenia cosinusow

¢ =a?+b>—2abcosy=52+62—2-5-6c0s120° = 25 + 36 + 22C =91

c=+9L

2%\/5 _ 15\/5 _ 15\/§<11—\/91) _ 11V3-/273
5+6+v91 11491 121-91 2 :

Przyktad 6

Stad r =

Wyznaczymy promien okregu wpisanego w trojkat taki, jak na rysunku, o katach
a=30",8=45" iboku b = 6.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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A
Poprowadzmy wysoko$¢ h = |CD| w trojkacie ABC. Jezeli « = 30°, to trojkat ADC jest
trojkgtem prostokatnym o przeciwprostokatnejb = 6 i katach ostrych 30° i 60°.

Wtedy h = & = 3 oraz |AD| = 3/3.

Jezeli B = 457, to trojkat BDC jest trojkgtem prostokgtnym o przyprostokatnej h i kacie
ostrym 45°. Stad a = 3+v/2 oraz | DB| = 3.

Zatem obwod trojkata ABC wynosia +b+c=3v2+6+3vV3+3=9+3v2+3V3
3(3+3\/§) B 9(1+\/§)

a pole tego trojkata P = % = 5 = .

Ostatecznie, promien okregu wpisanego w ten tréojkat ma dlugose

o 9(1+_\/§) _ 3(1+V3)
atbtc 9+3v2+3V3 3+v2+V3
Przyktad 7

Wyznaczymy dlugosc¢ boku tréjkgta rownobocznego znajgc dtugos¢ r promienia okregu
wpisanego w ten trojkat.

Rozwigzanie

Pole trojkgta rownobocznego o boku a wynosi P = “2;@ = % Z rownosci wynika, ze
av/'3 = 6r.

Stad a = % = 2r/3.

Przyktad 8

Wyznaczymy stosunek pola kota wpisanego w tréjkat do pola trojkata i obliczymy ten
stosunek dla trojkata o bokach 6, 8, 10

Rozwigzanie



aobwod jestréwnya +b+c =6+ 8 4 10 = 24.

Stad stosunek pola kota wpisanego w ten trojkat do pola trojkata wynosi

4P _ 427 _ 0w
(a+b+c)2 242 6 *
Stownik
okrag wpisany w tréjkat

okrag, ktory jest styczny do wszystkich bokow trojkata

okrag opisany na tréjkacie

okrag, ktory przechodzi przez wszystkie wierzcholki trojkata
twierdzenie cosinuséw

w dowolnym trojkacie ABC, przy oznaczeniach z rysunku, zachodzi réwno$¢:

¢z = a® + b® — 2abcosy

T = #ﬁic, wiec pole kota wpisanego w trojkat wynosi 7r? = —(ai]lj 17::)2 ,

i Hi 4i . 4P2r  __ _ 4Pr¢
Stad stosunek pola kota wpisanego w trojkat do pola trojkgta wynosi Parbr e = (arbid?
Trojkat o bokach 6, 8, 10 jest trojkatem prostokatnym. Jego pole jest rowne P = % — 24,



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami pokazujacymi obliczanie dtugos$ci promienia okregu wpisanego
w tréjkat, a nastepnie wykonaj polecenia ponizej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D13JciHLN

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego dlugosci promienia okregu wpisanego
w trojkat.

Polecenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz.

Dtugos$¢ promienia okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku 6
wynosi

O 63
O §
O 18

O V3



https://zpe.gov.pl/a/D13JciHLN

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Uzupetnit pola odpowiednimi liczbami.

W tréjkacie réwnobocznym pole kota wpisanego w ten trojkat stanowi w przyblizeniu

% pola tego trojkata.

W tréjkacie rownoramiennym, w ktérym podstawa stanowi 1,5 dtugosci ramienia, pole kota

wpisanego w ten tréjkat stanowi w przyblizeniu % pola tego trojkata.

W tréjkacie prostokagtnym o bokach 3a, 4a, 5a pole kota wpisanego w ten tréjkat stanowi

w przyblizeniu % pola tego tréjkata.

Cwiczenie 2 ®
Sposrdad podanych wyrazéw i wyrazen algebraicznych wybierz odpowiednie i wstaw
w odpowiednie pola.

a+b—c a\/§ 2P :
m 6 m ‘ dwusiecznych




Cwiczenie 3 @

Odpowiedz na pytania: Tak/Nie. Zaznacz poprawng odpowiedz.

Pytanie Tak Nie

Czy w kazdy trojkat da sie O O
wpisac okrag?

Czy okrag o promieniu
r = 1 mozna wpisaé

w tréjkat o polu réwnym O O
P = 6 oraz obwodzie
rownym 12?

Czy w trojkat prostokatny
o bokach 9, 12, 15 da sie
wpisac okrag o promieniu
r=4?
Czy w trojkat réwnoboczny
i1 3 .
o WYsoIfosu h =3 da} sie O O
wpisac okrag o Srednicy
=17

Cwiczenie 4

Janusz i Agata maja dziatke w ksztatcie trojkata prostokatnego réwnoramiennego o ramionach
dtugosci 10 metréw. Chcieliby na tej dziatce umiesci¢ okragty basen. Jakg maksymalng dtugosc
moze mie¢ promien tego basenu? OdpowiedzZ podaj w centymetrach.

Cwiczenie 5

W tréjkat rownoramienny o obwodzie rownym 28 wpisano okrag, ktérego promien stanowi %

dtugosci wysokosci poprowadzonej do podstawy tréjkata. Oblicz dtugosci bokéw trojkata.
Cwiczenie 6 O

W trojkacie rownoramiennym ABC' o podstawie AB miara kata AC B jest rowna 2a.
Promien okregu wpisanego w ten tréjkat ma dtugosc r». Wyznacz dtugosci bokéw trojkata

ABC.



Cwiczenie 7 @

Wysokos¢ trojkata ABC poprowadzona z wierzchotka B ma dtugos$é 4. Spodek tej wysokosci
dzieli bok AC' na odcinki dtugosci 3 i 6. Wyznacz promien okregu wpisanego w trojkat ABC.

Cwiczenie 8 O

W tréjkacie ABC najdtuzszy bok AB ma dtugos¢ 29 cm. Punkty stycznos$ci okregu
wpisanego w ten tréjkat dzielg bok AC w stosunku 5 : 4, a bok BC' w stosunku
7 : 6 tak, jak na rysunku. Wyznacz promien okregu wpisanego w ten trojkat.



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dlugo$¢é promienia okregu wpisanego w trojkat
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wtasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza dtugo$¢ promienia okregu wpisanego w trojkat o znanych dtugosciach
bokow, uzasadnia stosowany wzor;

» wykorzystuje rozne wzory na pole trojkata w celu wyznaczenia dtugosci promienia
okregu wpisanego w trojkat;



 stosuje twierdzenie cosinusow do wyznaczenia dtugosci promienia okregu wpisanego
w trojkat;

 stosuje twierdzenie o odcinkach stycznych;

o wykorzystuje wlasnosci okregu wpisanego w trojkat w problemach praktycznych
i zagadnieniach matematycznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm;

Metody i techniki nauczania:

e pracaz tekstem
o dyskusja
e burza mozgow

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel przedstawia temat lekcji, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
» Nauczyciel przedstawia okreg wpisany w trojkat, jego wlasnosci. Uczniowie metoda
burzy mozgow przypominajg wzory na wyznaczanie pola trojkata.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ ze sposobem wyprowadzenia i uzasadnienia wzoru
na dtugos¢ promienia okregu wpisanego w tréojkat o znanych dtugosciach bokow.

2. Praca w matych grupach z tekstem zawartym w sekcji Przeczytaj - wykorzystanie
roznych wzoréw na pole trojkata oraz twierdzenia cosinuséw w celu wyznaczenia
dtugosci promienia okregu wpisanego w trojkat.

3. Uczniowie w grupach ukladaja zadania na wykorzystanie dtugo$ci promienia okregu
wpisanego w tréjkat do wyznaczania pola i dtugosci bokow w trojkacie. Grupy



wymieniaja sie zadaniami i rozwigzujq je.
4. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z animacj, utrwalajgc wiadomosci.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie wykonuja wskazane przez nauczyciela ¢wiczenia interaktywne sprawdzajgc
nabyte umiejetnosci i wiedze w ramach ¢wiczen sprawdzajacych.

Praca domowa:

e Zadaniem uczniow jest zmierzenie w domu promienia najwiekszego okragtego
talerza/potmiska i okreslenie czy ten talerz ustawiony poziomo zmieSci si¢ w szafce
o podstawie w ksztalcie trojkata prostokatnego réwnoramiennego o dtugosciach
przyprostokatnych 40 cm. Odpowiedz nalezy uzasadnic.

Materialy pomocnicze:

» Okrag wpisany w trojkat
o Okrag wpisany w trojkat prostokatny

Wskazowki metodyczne:
Animacja moze zosta¢ wykorzystana przez uczniow

e podczas przygotowywania sie do zajec;
» do utrwalania wiedzy;
« jako inspiracja do stworzenia wiasnego samouczka lub prezentaciji.

Animacja rowniez moze by¢ wykorzystana przez nauczyciela na lekcji ,Wykorzystanie
wlasnosci trojkgtow w dowodzeniu twierdzen lub ,,Okregi wpisane w wielokaty”.
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