Wyrazenia wymierne. Rownania wymierne

Przyklady na opisywanie zjawisk, wydarzen za pomocg wyrazen wymiernych.
Zapisywanie rownania wymiernego. Przyklady rozwigzanego rownania wymiernego.

Przyklady rozwigzan rownan wymiernych. Rozwigzywanie rownan wymiernych dwoma
metodami.

Rozwigzywanie rownan wymiernych. Zasob zawiera zadania interaktywne.

Zadania na rozwigzywanie rownan wymiernych. Zadnia o zr6znicowanym stopniu
trudnoSci. Zasob zawiera zadania otwarte z rozwigzaniami i wyjaSnieniami i zamknigte
interaktywne.

Rozwiazywanie rownan wymiernych. Zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci. Zasob
zawiera zadania otwarte z rozwigzaniami i wyjasnieniami. Zadania na dowodzenie.



Wyrazenia wymierne. Rbwnania wymierne

Wyrazenia wymierne

Rozwazajgc zalezno$ci miedzy réoznymi wielko$ciami, mamy do czynienia rowniez z takimi, w ktorych
wystepuja wyrazenia wymierne. Na przyktad wartos¢ predkosci sredniej obliczamy jako iloraz drogi

i czasu w ruchu jednostajnym, w ktorym ta droga zostata przebyta.

Przyktad 1

Miejscowosci A i B sg odlegte o 154 km. W potowie drogi miedzy nimi znajduje si¢ miejscowos¢ C.
Rowerzysta przejechat droge z A do C, przy czym warto$¢ jego $redniej predkosci na trasie z A do C
byla o 6 kTm wieksza niz warto$¢ Sredniej predkosci na trasie z C do B.

Przyjmujac, ze warto$¢ Sredniej predkosci tego rowerzysty na trasie z C' do B byta réwna v kTm,
wyrazimy za pomoca v warto$¢ jego $redniej predkosci na catejtrasie z A do B.

Z warunkow zadania wnioskujemy, ze czas t; (W godzinach) przejazdu rowerzysty z A do C' to

[

t1 = .
! v+6

Natomiast czas ¢, (W godzinach) jego przejazdu z C do B to

77
to = —.
v

Zatem $rednia predkos¢ V tego rowerzysty na trasie z A do B jest rowna

154
V=-o——eb
7 7
v+6 + v
Wyrazenie to przeksztatcamy nastepujaco
154 154 _ 154(v+6)v  154(v+6)v  (v+6)v
T 1T TwTT(v+6) o7 a
5 T ﬁ 77(v+v+6) 77-2(v+3) v+3
Wobec tego
_ (v+6)v
 v43

W powyzszym przykladzie, przy zapisie czasow t; i t, oraz predkosci sredniej V', wystapily wyrazenia
wymierne t; = %, ty = %, V= (f;—?”. Kazde z nich jest zapisane w postaci ilorazu,
a w mianowniku kazdego z tych wyrazen wystepuje zmienna v.




Zauwazmy, ze dla kazdej wartosci v (ktora jako warto$¢ predkosci jest dodatnia), wyrazenia te sg
okreslone. Gdyby na przyktad ten rowerzysta jechat z C do B ze $rednig predkoscia v = 22 X2 tojego
srednia predkosc¢ na trasie z A do C bylaby rowna 28 kTm, a Srednia predkos$¢ na catejtrasie z A do
B-V = %’522 kTm = 24,64 kTm Nie jest to, jak wida¢, $rednia arytmetyczna wartos$ci predkosci na
trasachz Ado Biz Bdo C.

Przyktad 2

Rowerzysta przejechat droge z A do B. W polowie drogi miedzy miejscowo$ciami A i B znajduje si¢
miejscowo$¢ C. Przyjmujac, Ze na trasie z A do C rowerzysta jechat ze $rednia predkoscia vy kTm, ana
trasie z C' do B - ze $rednig predkos$cig vs kTm, zapiszemy wartosc¢ jego Sredniej predkosci na catej
trasie z A do B.

Oznaczmy przez s droge z A do B.

Z warunkow zadania wnioskujemy, ze czas t1 (W godzinach) przejazdu rowerzysty z A do C' to

S
2
t — —

(%1 2’01 ’
Natomiast czas t, (w godzinach) jego przejazdu z C do B to

S

s
ty =2 = —.
(%) 2’02

Zatem $rednia predko$¢ V tego rowerzysty na trasie z A do B jest rowna

v S s s s - 2u1v2
= tl +t2 - L_{_ S - SUy+SU] _ S(’U +o )s
2v; 20, 20105 1 2
czyli wyraza si¢ wzorem
201v9
V= .
v1 + V2

. 2 , . . . .
Liczba % to tzw. Srednia harmoniczna liczb dodatnich vy, ve.

Przyktad 3

Wielko$¢ dodatnia a jest wyrazona w zaleznosci od wielko$ci dodatnich b i ¢ nastepujacym wzorem

3be
b+ 2¢c’

a =

Przyjmujac, ze to jest mozliwe, wyrazimy

1. bw zaleznosciod a i c,
2. cw zalezno$ci od aib.



Przeksztalcamy dany wzor do postaci a(b + 2¢) = 3bc, stad ab + 2ac = 3bc. Zatem

2ac

1. 2ac = 3bc — ab,awigc b - (3¢ — a) = 2ac, co oznacza, ze b = 2%, gdy 3¢ — a # 0,

2. ab = 3bc — 2ac, awiec ¢ - (3b — 2a) = ab, co oznacza, ze ¢ = 31)‘1—”2(1, gdy 3b — 2a # 0.

Réwnanie wymierne

Rownaniem wymiernym z niewiadoma x nazywamy réwnanie, ktore mozna sprowadzi¢ do postaci

dzie W7, W5 sa wielomianami, przy czym W5 jest wielomianem co najmniej pierwszego stopnia
1, Wa 2

WQ(:U) # 0.
Rozwigzemy kilka takich rownan.
Przyktad 4
Rozwigzemy rownanie
2 1
3z+1 8

Wyrazenie 3x2T’ zapisane po lewej stronie réwnania, jest okreslone, gdy = # —%.

Mnozymy obie strony danego rownania przez 8 - (3z + 1) bo 8 - (3z + 1) # 0, stad
3z +1=2-8.

Oznacza to, ze 3z = 15, czyli x = 5. Dla tej wartoS$ci = obie strony rownania s okreslone, wiec liczba 5
jest szukanym rozwigzaniem danego rownania.

Uwaga. Po zapisaniu warunku = # —% mozna skorzystac¢ z wlasnosci proporcji i w ten sposéb
przeksztalci¢ rbwnowaznie dane réwnanie do postaci

3Jr+1=2-8.
Przyktad 5
Rozwigzemy rownanie
2 3
z+1 -2
Wyrazenia zapisane w rownaniu: %H i % sa okreslone, gdy x # —1ix # 2.




Poniewaz (z + 1)(x — 2) # 0, to mnozymy obie strony danego rownania przez (z + 1) - (z — 2), stad

2z — 2) = 3(z + 1).

Otrzymujemy 2z — 3z = 3 + 4, czyli * = —7. Dla tej wartosci x obie strony rownania sg okreslone,
wiec liczba x = —7 jest szukanym rozwigzaniem danego rownania.
Przyktad 6

Rozwigzemy rownanie

z+1 3-8
z—-5 2z+8
Wyrazenia zapisane w rownaniu: i—fé i ;’ﬁ—;g sa okre$lone, gdy z # 5ix # —4.

Mnozymy obie strony danego rownania przez (z — 5) - (2z + 8), stad
(2z + 8)(x + 1) = (z — 5)(3z — 8).
Wobec tego

222 + 10z + 8 = 322 — 23z + 40

2?2 — 33z +32=0.

Poniewaz wyr6znik tego rownania jest dodatni: A = 332 — 4 - 32 = 961 = 312, wiec rownanie ma dwa

rozwigzania:
z1 = 353 = 1 oraz z, = 3L =32,
Dla tych wartoS$ci = obie strony rownania s okreslone, wigc rownanie ﬁfé = ‘;’ijrg ma dwa

rozwigzania: 1 oraz 32.
Przyktad 7

=2z — 3.

Uzasadnimy, ze zadna liczba catlkowita nie jest rozwigzaniem rownania —*

z—1

T

Wyrazenie =5

jest okreslone, gdy x # 1.

Mnozymy obie strony danego rownania przez liczbe * — 1 r6zng od zera, stad

z = (2z — 3)(z —1).

Wobec tego

x=22>—3z—22x+3



222 — 6z +3 = 0.

Wyréznik tego rownania jest dodatni: A = 36 — 24 = 12, wiec rownanie ma dwa rozwigzania.

Poniewaz v A = 2¢/3 jest liczbg niewymierng, to kazde z tych rozwigzan

o= 38 o g oy = 82 g
jestliczbg niewymierng. Zatem rownanie —*5 = 2z — 3 nie ma rozwigzan w zbiorze liczb catkowitych.
Przyktad 8
o . - 2 __ 4 322
Rozwigzemy rownanie TOEr — 2@y T m(fkl).
Wyrazenia (w—1)2(a:+1) , ;c(m4+1) i ;Ezj) zapisane w rownaniu sg okreslone, gdyx # 0, z # lixz # —1.

Mnozymy obie strony danego réwnania przez z - (z + 1) - (z — 1) wyrazenie rézne od zera, stad
2¢ =4(x — 1)+ 3z — 2)(z + 1).
Wobec tego

2x =4x — 4+ 32> —2x+ 32— 2

322+ 32 -6=0

224+x—2=0.

Poniewaz wyréznik tego rownania jest dodatni: A = 1% — 4 - (—2) = 9 = 3? wiec réownanie ma dwa

rozwigzania
z1 = %orazm = % =1

;. o . , . 2 o 4 3z—2 , .
Tylko dla warto$ci ¢ = —2 obie strony rownania TDE) 2D + 2(e-1) 52 okreslone, wigc to
rownanie ma jedno rozwigzanie: ; = —2.
Przyktad 9
Rozwigzemy rownanie L + 1 + L = .

(z—4)(z—1) (z—1)(z+2) (z+2)(z+5) 12

Na poczatku odnotujmy, ze wyrazenia zapisane po obu stronach danego rownania s okreslone, gdy

x#4dx#1l,x#—2,¢# 5.
Przedstawimy dwa sposoby rozwigzania tego rownania.

e sposob 1



Przeksztalcamy lewa strone réwnania. Dodajemy najpierw pierwszy sktadnik do drugiego, a nastepnie
otrzymang sume dodajemy do sktadnika trzeciego:

< z +2 N z—4 ) N
(z—4)(z-—1D(z+2) (z—4)(z—1)(z+2) (x+2)(x+5) 12

2z — 1) 1
(z—4)(z—D(z+2) (z+2)(z+5) 12°

Pierwszy utamek mozemy skroci¢,boz — 1 # 0

2(z +5) z —4 1

c-Dz1)@ts)  @-DEr2@is) 12

3(z +2) 1

(z—4)(z+2)(z+5) 12

Stad
(x —4)(z+5) = 36,
czyli
2 4+ x — 56 =0.
Otrzymane réwnanie ma dwa rozwigzania: ¢; = 7 oraz zo = —8. Dla tych wartosci « obie strony

danego réwnania sg okreslone, zatem s3 to jedyne rozwigzania danego rownania.
e sposob II

Zauwazmy, ze roznice wyrazen zapisanych w mianownikach kazdego z trzech utamkow stojgcych po
lewej stronie rownania sg state i rowne 3. Wykorzystamy ten fakt do przeksztalcenia rownania.
Pomnozymy najpierw obie strony rownania przez 3:



3 n 3 3 1
(z—4)(z—1) (z—-1)(z+2) (z+2)(z+5) 4

Nastepnie zapiszemy w liczniku roznice wyrazen z mianownika

-1 —(z-4) (@+2)—(z-1) (z+5)—(z+2) 1

(z —4)(z — 1) (z —1)(z +2) (x+2)(z+5) 4
Kazde z trzech wyrazen zapiszemy jako roznice dwoch utamkow

z—1) (x —4) (x+2) (x—1) (x +5) (x +2)

- 4)(z — 1) (x —4)(z—1) (z—1)(z+2) (x—1)(z+2) (x+2)(xz+5) (z+2)(x+5

a po skroceniu otrzymanych utamkow uporzadkujemy lewg strong¢ rownania

1 B 1 n 1 B 1 n 1 11
r—4 z—1 z—1 T+ 2 T+ 2 r+5 4

1 1 1
r—4 z+5 4

Po pomnozeniu obu stron otrzymanego rownania przez 4(z — 4)(z + 5) otrzymujemy:

4(z+5)—4(x—4)=(z+5)(z—4)
4z +20 — 4z + 16 = 2 + 5z — 42 — 20

2+ 2 — 56 =0.

Jak wiemy z rozwigzania poprzednim sposobem, to rownanie ma dwa rozwigzania: z; = 7 oraz

— : : P : 1 1 1 _ 1
xy = —8. S3 to jedyne rozwigzania rownania THED + Ve + e~ 1

Przyktad 10

Rozwigzemy rownanie

1 N 1 N 1 N 1
2r+3 22+4 22+5 2x+6




Wyrazenia zapisane po obu stronach danego rownania sg okreslone, gdy z # — 3,z # —2,z # — 3,

x # —3.

Przeksztalcamy lewa strone réwnania. Dodajemy wyrazenia parami: pierwsze do ostatniego, a drugie
do trzeciego:

2¢ +6 +2x+ 3 2c +5+2x +4

213216 | erdEris

Stad
4 + 9 4z +9 _
2z +3)(2z +6) | (2z +4)(2z 1 5)
1 1
4z +9 =0,
(4o + )<(2w+3)(2w+6) - (271‘1‘4)(275‘"5))
. 1 1

1 1
2z+3)(2z+6) + (2z+4)(2z+5)

Rozwigzujgc rownanie ( = 0, otrzymujemy

1 -1

(2z+3)(2z+6) (2z+4)(2z +5)

(2z + 4)(2z + 5) = —(2z + 3)(2z + 6)

4z + 18z +19 = 0.

alg)

Stad 1 = —% — 1 ,T2= —% + %. Zatem rownanie ma dwa rozwigzania: —% — % oraz—% + %



Cwiczenie 1 O

Dopasuj dziedzine funkcji wymiernej do jej wykresu, przeciggajac w kétka prawidtowe odpowiedzi..

x# -3 x#—-4 m;«é3% x # —2 x;«é% x#0

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 2 o
lle jest réwne wyrazenie x+r1 + #2? Zaznacz poprawng odpowiedz.

3z
(z+1)(z+2)

_1
2z+3

243
(z+1)(z+2)

o O O

1
O e

Zrodto: Zespét autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 3

ixjsl = 37 Zaznacz poprawna odpowiedz.

Jaka liczba jest rozwigzaniem réwnania

O -4

O 11

O -11

O 4

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4

. . . . 2)(z—1
Zaznacz, czy lub ile rozwigzan ma réwnanie % =0.
(O ma doktadnie dwa rozwigzania
() nie ma rozwiazan
() ma doktadnie trzy rozwiazania
() ma doktadnie jedno rozwiazanie
Zrodto: Zespot autorski Politechniki Eddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 5
s . . L . . . 2m— —3)(z+1
Ktoéra liczba jest wspdlnym pierwiastkiem rownan 226 _ 0 oraz &=3)(z+l) _ 0? Zaznacz poprawn
J z+1 z—5

odpowiedz.

(O 5

O -1

O 1

O 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

2z
x+3y

lle wynosi z, jesli z = ? Zaznacz poprawng odpowiedz.

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Ktéra liczba jest rozwigzaniem réwnania z—fg = “T"l? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 4
O 1
O 2

O 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 8

z2—16
241

2
= 0 oraz % = 0? Zaznacz poprawna

Ktoéra liczba jest wspdlnym pierwiastkiem rownan
odpowiedz.

O 0

O -4

O 1

O 2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 9 o

. . Ve ’ . 2
Zaznacz, czy lub ile rozwigzah ma réwnanie ”;—fgg = 0.

() ma doktadnie dwa rozwigzania
() ma doktadnie trzy rozwiazania
() ma doktadnie jedno rozwiazanie

() nie ma rozwiazan
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 10 e

Rozwigz réwnania, a nastepnie uzupetnij je, przeciagajac w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke
i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

T _ _6 P P i 3
——3 = 7.3 rozwiazanie tor =
3_— L rozwiazanietoz =i |
z—5 ~  x+4° a i )

12 o 5 . . —E
- T2110 = 3ar4'ozwigzanieto T =

> LW d o

7 o 5 . . o !
13, — T35 Fozwiazanieto xz = .

2[4 (e8] (-] (1] (][ - %

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 ¢
Rozwiaz réwnania, a nastepnie uzupetnij je, przeciagajac w luki odpowiednie liczby lub kliknij w luke
i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

z _ z—1

1. =T = 213 rozwiazanie tox = E
82419 _ T-2z . : _i i

2. 5 = 233 » Fozwiazanie tor =
3z—4 __ T7—6x H H —i ------------- i

3. 5= = 515 F0zwiazanie to =

25 13 _ 1 50 17 _ 1

81 11 5 83 13 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12 o
Wielkosci x, ytaczy zalezno$¢ zy + 2o — 3y + 5 = 0. Wyraz:
a. x w zaleznosci od y i ustal, dla jakich y otrzymane wyrazenie jest okreslone,

b. y w zaleznosci od z i ustal, dla jakich & otrzymane wyrazenie jest okreslone.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 13 ¢
Wielkos$ci dodatnie a, b, ctaczy zaleznos$é a = %. Wyraz

1. bw zaleznodciod a i c,

2.cw zaleznosciod a i b.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 14 ¢
Rozwiaz réwnania. Przeciaggnij w luki odpowiednie wyrazenia lub wybierz wyrazenia z listy rozwijalne;j.

1. mﬁl = x + 4, rozwigzanie to .
2. 3;?:51 = 4x — 7, rozwigzanie to'! L

z=3lbz=6|[z=—4] z=3wbz=9|[z=—2]

Zrédto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 15

®

Rozwigz réwnania. Przeciagnij w luki odpowiednie wyrazenia lub wybierz te wyrazenia z listy rozwijalne;j.

2¢—5 __ 3z—3
1 z+5 ?

2 2z+5 __ bx+12

2—1 — 356 rozwiazanieto L

3z+1 __ 9x—29
r+4 T dx—11°

[a::6luba;:2Hwz4|ubx=7”a::7lubw:9Hx:—9luba::—2][a;:5lubm:7]

[a::2lubm=5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki todzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 16

Rozwiaz kazde z réwnan i potacz je z odpowiednim rozwigzaniem.
ILH = % = %?:—f Réwnanie nie ma rozwigzan
4 6 _ BSatll _
743 T 73 = 279 z=1
3_ 4 4 _ Tat2 Réwnanie jest spetnione przez kazda liczbe
efi2 a=2l gt rézna od 2 i r6zng od —2
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 17 QD
Rozwiaz réwnanie i potacz je z odpowiednimi rozwigzaniami.
aaEll = _ =1l _ 5
z+3 z—3 ~  x2-9 T = 2
xi? — 5 = 19515:216 Réwnanie nie ma rozwiazan
- o4 9 52 Réwnanie jest spetnione przez kazda liczbe
7092 9z — 24 L P
T rézna od —2 i rézna od 2
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 18 O

Uzasadnij, ze zadna liczba catkowita nie jest rozwigzaniem réownania

2 =4z + 3.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 19 o

Uzasadnij, ze zadna liczba catkowita nie jest rozwigzaniem réwnania %H =3z — 2.

(

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 20 @

Rozwiaz réwnania. Przeciggnij w luki odpowiednie liczby lub wybierz te liczby z listy rozwijalne;j.

2 5 _ _atd . ) B .
L ($—3)($+3) o z(-’3—3) - ¢E€c+3) , FOZWIgzanie toxr = L
u -4 _ 4 . . | i
2. (z—2)(2z+5) + z(mm_z) = Z(@t5)’ F0ZwWiazanie tox = .

(2] =s][ =) =3](=7]( 1]

Zrédto: Zespét autorski Politechniki 6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 @
Rozwiaz réwnanie i potacz je z odpowiednimi rozwigzaniami.

1 1 1 1 7 ~7+v5 ~7—v5
2x+4+2x+5+2x+3+2x+6_0 r=—5,T= 5 L = 5
1 1 1 1 5 —54+4/5 —5—V5
x+1+w+2+m+3+x+4_0 rT=—5,T= 5 , L = 5
1 1 1 1 _ _ 1 . 142V —1-2V5
s T Tt =0 T=—9T=—"9 H»T= ">
1 1 1 1 _ 9 —9+5 —9-V5
2x—5+2x—1+2m+3+2m+7_0 L=—3 = —F7x L= —7
Zrodto: Zespét autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 22 @
Rozwiaz réwnanie (w+1)1(x+2) + (w+2)1(x+3) + (w+3)1(m+4) = 1—%. Przeciggnij w luke odpowiednie wyrazenie

lub wybierz je z listy rozwijalnej.

z=-9lubz =1 w:—6lubw:1Hwz—6|ubwz3”w:—3lubx:2

Zrédto: Zespét autorski Politechniki odzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 23
Rozwigz réwnanie, a nastepnie uzupetnij zdania, przeciagajac w luki odpowiednie wyrazenia lub kliknij
w luke i wybierz odpowiedz z listy rozwijalnej.

1 1 1 1 _
Loy "o T eoen T Tes —

1 1 1 1 _
2o T eoey T e T emes —

‘ jest sprzeczne l l jest sprzeczne l l ma rozwiazanie dla wszystkich liczb rzeczywistych ’

[ ma rozwigzanie dla wszystkich liczb rzeczywistych ’ [ nie ma rozwigzan ’ [ ma dwa rozwigzania l

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

@



