Prosta rownolegta do ptaszczyzny

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja 3D

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



\ Uro . - SO
e \\\\\ \
Sa | j\‘\\
V \\\\ \\\ y
\\ &
7 mh\\\kw
~aBdgy: |

Zrédto: dostepny w internecie: PxHere, domena publiczna.

Punkt, prosta i ptaszczyzna to tzw. pojecia pierwotne (tzw. fundamentalne), bez ktorych nie
istnialaby geometria. Czasami przyjmuje si¢ tez, ze wymienione elementy sa podzbiorami
pewnych przestrzeni. W zaleznosci od wzajemnego potozenia prosteji plaszczyzny, istnieje
mozliwo$¢ wyznaczenia odlegtosci miedzy tymi obiektami. W materiale omowimy
przypadek prostej rownolegtej do ptaszczyzny. Bazujac na wiedzy teoretycznej oraz
omowionych przyktadach, rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

Zdefiniujesz, kiedy prosta jest rownolegta do ptaszczyzny.

Wskazesz proste, ktore sa rownolegte do podanych plaszczyzn.

Obliczysz odlegtosci prostych od podanych ptaszczyzn.

Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.


https://pxhere.com/pl/photo/109180?utm_content=clipUser&utm_medium=referral&utm_source=pxhere

Przeczytaj

Zdefiniujmy najpierw, kiedy prosta jest rownolegta do ptaszczyzny.
Definicja: Prosta réwnolegta do ptaszczyzny

Dana jest plaszczyzna 7 oraz proste ki [. Méwimy, Ze prosta i plaszczyzna sg rownolegte,
gdy nie majg punktéw wspolnych (plaszczyzna 7 i prosta k), lub prosta zawarta jest w tej
plaszczyZnie (plaszczyzna i prosta [).

Wazne!

Jezeli prosta jest rownolegta do ptaszczyzny, wowczas mozemy wyznaczy¢ odlegtosc
miedzy ta prosta a ptaszczyzng. Gdy prosta jest zawarta w danej ptaszczyznie, to
odleglosc tej prostej od ptaszczyzny wynosi 0.

Przyktad 1

Dany jest prostopadioscian ABCDA’B’C’D’. Wskazemy wszystkie proste, ktore
zawierajg krawedzie prostopadioscianu i sa rownolegle do ptaszczyzny ADD’A’.
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Rozwigzanie:

Jezeli wykorzystamy definicje prostej rownoleglej do plaszczyzny, prostymi rownoleglymi
do ptaszczyzny ADD’ A’, zawierajacymi krawedzie prostopadtos$cianu sg proste:

« zawarte w tej ptaszczyznie: AD, AA’, A’D’, DD,
 nie nalezace do tej plaszczyzny: BC, BB’, B’C", CC".
Przyktad 2

Dany jest prostopadtoscian ABC'D A, B;C}D;. Obliczymy odlegtosci prostych
zawierajacych krawedzie tego prostopadtoscianu, rownoleglych do ptaszczyzny
BB;D; D, nienalezacych do tej ptaszczyzny, jezeli krawedzie prostopadioScianu maja
dlugosci: |AB| = 2v/2, |BC| = 4, |CCy| = 6.

Rozwigzanie

Narysujmy prostopadtoscian i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku.



Zauwazmy, ze tylko proste AA; oraz C'C zawieraja krawedzie tego prostopadioscianu,
ktore sg rownolegle do ptaszczyzny BB; D1 D i nie nalezg do tej ptaszczyzny.

Odleglosci tych prostych od ptaszczyzny BB; D1 D sg takie same. Niech d bedzie
szukana odlegtoscia.

Wowczas:

|AC|* = |AB|* + |BC|?

IAC| = (2%5)2 L 42 =8+16=24
|AC| = v/24 = 2V/6.

Zatem z = 2/6.

Pole trojkata ABD jest réwne:

P = % oraz

_ 2V6d
P ===,

Wobec tego:

2v6-d 224
2 2

2/6-d = 82
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Przyktad 3
Dany jest graniastostup prawidlowy trojkatny ABC A’ B’C", jak na ponizszym rysunku

oraz plaszczyzna, przechodzaca przez $rodki krawedzi AB, AC, A’B’, A’C’
graniastostupa.

Al B’

Wskazemy proste zawierajace krawedzie graniastostupa, ktore sa rownolegle do danej
ptaszczyzny, a nastepnie obliczymy odlegtosci tych prostych od plaszczyzny, jezeli
dtugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa jest rowna a.

Rozwigzanie

Proste rownolegle do podanej ptaszczyzny, zawierajace krawedzie graniastostupa, to:
AA’, BB’ oraz CC".

Zauwazmy, ze odleglosci tych prostych od podanej ptaszczyzny sa rowne. Niech d bedzie
szukang odlegtoscia.

Rozpatrzmy trojkat rownoboczny, jak na ponizszym rysunku:
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Szukana odleglosc¢ jest rowna potowie dtugosci wysokosci omawianego trojkata.
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Dla zainteresowanych

Narzedzia uzyte w ponizszych przyktadach wykraczaja poza wymagania podstawy
programowej, jednak sg ich ciekawym uzupelnieniem.

Istnieje rowniez definicja prostej rownolegtej do ptaszczyzny, w ktorej wymienione figury
przedstawia si¢ za pomocg wektorow.

Definicja: Warunek rownolegtosci prostej do ptaszczyzny

Niech prosta k bedzie okreslona przez wektor do niejréwnolegly [a, b, c| (wektor
kierunkowy), a plaszczyzna m przez wektor do niej prostopadty [A, B, C] (wektor
normalny).

Mowimy, ze prosta k jest rownolegla do ptaszczyzny m wtedy, gdy wektory normalny
i kierunkowy s3 do siebie prostopadle, czyli ich iloczyn skalarny jest rowny 0.

lloczyn skalarny wektorow o = [a,b,c|i ¥ = [A, B, C] obliczamy ze wzoru:
Wov=a-A+b-B+c-C
Przyktad 4

Sprawdzimy, czy prosta k okreslona przez wektor kierunkowy U= 3,4, —2] oraz

plaszczyzna m o wektorze normalnym v = [—2, 3, 1] sg do siebie rownolegte.
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Rozwigzanie
Obliczamy iloczyn skalarny wektorow wiv.
Zatem
Wov =[3,4,-20[-231=3-(—2)+4-3+(-2)-1=
=—-6+12-2=4.

. .= = . . .
Poniewaz w o v # 0, zatem prosta k i plaszczyzna 7 nie sa réownolegte.
Przyktad 5

Wyznaczymy dla jakich warto$ci parametru m prosta k okreslona przez wektor
kierunkowy U= [m, —1, 2] oraz ptaszczyzna 7 okres$lona przez wektor normalny

v = [m, —m, —6] sa rownolegte.
Rozwigzanie

Do wyznaczenia wartoSci parametru m sprawdzimy, kiedy zachodzi warunek
- =
uov =0

Wobec tego:
o = [m, —1,2] o [m, m, —6] = m?* —m — 12.

Rozwigzujemy réownanie m?* — m — 12 = 0.

Zatemm € {—3,4}.

Stownik

odlegtos¢ miedzy punktami

dtugosc¢ najkrotszej krzywej taczacej dane punkty
iloczyn skalarny wektorow

funkcja przyporzadkowujaca dwom wektorom przestrzeni liniowej pewng wartos¢

liczbowa
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Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie animacje 3D, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6THobqvE

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego prostejrownoleglej do plaszczyzny.

Polecenie 2

Dany jest szeécian ABCDA’B’C’D’, ktérego krawedz ma dtugoéé 4v/2.

D' c’

Oblicz odlegtosc¢:

a. prostej A’D’ od ptaszczyzny ABCD,

b. prostej B’C’ od ptaszczyzny BCD’ A’,

c. prostej AO’ (gdzie O’ jest punktem przeciecia przekatnych gérnej podstawy szescianu) od
ptaszczyzny DBC".



https://zpe.gov.pl/a/D6THobqvE

Sprawdz sie

Cwiczenie 1
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Pokaz ¢éwiczenia: O @

Na rysunku przedstawiono sze$cian ABCDEFGH.

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawnga odpowiedz.
Prostg rownolegta do ptaszczyzny DBF' H jest:



Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono prostopadto$cian ABCDEFGH.

H G

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Kazda prosta zawarta w ptaszczyznie ADH FE jest rownolegta do ptaszczyzny

U BCFG.
[ ] Istnieja tylko dwie proste, ktére sa réwnolegte do ptaszczyzny ABCD.
(] Prosta BD jest réwnolegta do ptaszczyzn ABCD i EFGH.

Kazda prosta réwnolegta do ptaszczyzny DC' G H jest rownolegta do ptaszczyzny
U BCGF.



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy tréjkatny.

Potacz w pary prostg z ptaszczyzng do ktérej ta prosta jest rownolegta, pod warunkiem, ze
prosta nie zawiera sie w tej ptaszczyznie.
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Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy szesciokatny, ktérego wszystkie
krawedzie majg dtugosé 6.
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Wstaw w tekst odpowiednie liczby.
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Cwiczenie 5
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

Jezeli prosta jest réwnolegta do ptaszczyzny, to nie ma punktéw wspdlnych z tg

O

ptaszczyzna.

Jezeli prosta jest zawarta w ptaszczyznie, to nie jest réwnolegta do kazdej prostej
zawartej w tej ptaszczyznie.

O Jezeli prosta jest rownolegta do ptaszczyzny, to jest prostopadta do kazdej prostej
zawartej w tej ptaszczyznie.

Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono sze$cian ABCDA’B’C’D’ o krawedzi dtugosci 3v/2.

o '

Uzupetnij tekst, wpisujac odpowiednie liczby.

1. Odlegto$¢ prostej B’C” od ptaszczyzny BC'D’ A’ wynosi ‘ ’

2. Odlegtos¢ prostej A’ B od ptaszczyzny BC'D’ A’ wynosi ‘ ’

3. Istnieja proste, ktére zawierajg krawedzie prostopadtoscianu takie, ze

ich odlegto$¢ od ptaszczyzny BC' D’ A’ wynosi 3.



Cwiczenie 7 @

Dany jest szeScian ABCDA’B’C’D’, ktérego krawedz ma dtugos¢ a. Wykaz, ze odlegtos¢ d
prostej AO’, gdzie O’ jest punktem przeciecia przekatnych podstawy A’B’C’D’, od

ptaszczyzny DBC’ wynosi d = aT\/E

Cwiczenie 8 @

Woyznacz dla jakich wartosci parametru m prosta k okreslona przez wektor kierunkowy
7 = [m2, 2, 3} jest rownolegta do ptaszczyzny m okreslonej przez wektor normalny

Y = [m, —m?2, —3}.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prosta rownolegla do plaszczyzny

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdlnosci proste prostopadte
nieprzecinajace sie;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje prosta rownolegly do ptaszczyzny;

» wskazuje proste, ktore sa rownolegle do podanych ptaszczyzn;

 oblicza odleglosci prostych od podanych ptaszczyzn;

» wykorzystuje zdobytg wiedze¢ do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

» metoda kota i myszy;
e burza mozgow;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekc;i.
2. Uczniowie metodg burzy moézgow przypominaja pojecia zwigzane z tematem lekcji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja 3D". Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg je na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢” metodg kot i mysz. Mysz
stara si¢ jak najlepiejrozwiazac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po dwoch
nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role
uczniow odwracajg sie i mysz staje sie kotem - procedura sie powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytem sie...

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Punkty, proste i plaszczyzny w przestrzeni.
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Animacja 3D” mozna wykorzysta¢ do powtoérzenia wiadomosci
dotyczacych prostej rownoleglej do ptaszczyzny.
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