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Fascynujace tozsamosci - wzor na kwadrat sumy oraz !
wzor na kwadrat roznicy |
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? Zrédto: chenspec z Pixabay, domena publiczna.

W tym materiale pokazemy, jak korzystajac ze wspotczesnej symboliki algebraicznej, mozna

udowodnic i zastosowac zaleznosci miedzy liczbami rzeczywistymi, wywodzace si¢
z rozwazan czysto arytmetycznych.

Podamy rowniez przyktady zastosowania wzorow skroconego mnozenia na kwadrat roznicy
oraz na kwadrat sumy w zadaniach algebraicznych. Wszystkie podane przeksztatcenia
mozna bedzie oczywiscie wykonywac bez znajomosci tych wzorow, jednak ,zwijanie

w kwadrat” wyrazen algebraicznych nie zawsze jest wtedy proste.

Na zawarte w tym materiale rozwazania, mozesz popatrzec zgodnie, z mysla angielskiego
filozofa i matematyka hrabiego Bertranda Russella:

(( Matematyka zawiera w sobie nie
tylko prawde, ale i najwyzsze
piekno - piekno chtodne
i surowe, podobne do piekna
rzezby.


https://pixabay.com/cs/users/chenspec-7784448/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=5587638
https://pixabay.com/cs/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=5587638

Bertrand Russell, 1907 r.

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.

Twoje cele

o Zastosowujesz wzor skroconego mnozenia na kwadrat roznicy oraz wzor na kwadrat
sumy w obliczeniach arytmetycznych i algebraicznych.

» Sprowadzisz do najprostszej postaci wyrazenia algebraiczne.

e Przedstawisz liczby naturalne w postaci sumy kwadratow.



Przeczytaj

W tym materiale pokazemy kilka ciekawych zastosowan wzoru skroconego mnozenia na
kwadrat sumy oraz wzoru skroconego mnozenia na kwadrat roznicy dwoch wyrazen. Na
poczatek wiec przypomnienie tych wzorow.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrAeSvDHN

Film nawigzujacy do tresci tresci lekcji dotyczacy kwadratu sumy.

Wz6r na kwadrat sumy dwoch wyrazen:
(a+b)° = a®+ 2ab + b2

Kwadrat sumy dwoch wyrazen jest rowny sumie kwadratow tych wyrazen i podwojonego
iloczynu tych wyrazen.

Wz6r na kwadrat réznicy dwoch wyrazen:
(a — b)? = a2 — 2ab + b

Kwadrat roznicy dwoch wyrazen jest rowny roznicy sumy kwadratow tych wyrazen
i podwojonego iloczynu tych wyrazen.

Na przestrzeni wiekow wielu matematykow pasjonowato sie sposobami przedstawiania
liczb naturalnych w postaci sumy kwadratow. W rozwazaniach wykorzystywali zaleznosci
arytmetyczne - my wykorzystamy wzory skroconego mnozenia.

Przyda nam si¢ jeszcze przypomnienie waznego pojecia — liczby kwadratowe.
Liczba kwadratowa, to liczba catkowita, ktora jest kwadratem liczby catkowite;.
Przyklady liczb kwadratowych:

1,4,9,16, 25, 36, 49, . ..

W pierwszym przyktadzie skorzystamy z waznego twierdzenia, ktore z reguty
wykorzystywane jest w zwigzku z twierdzeniem Pitagorasa.

Twierdzenie: Twierdzenie o liczbie naturalnych rozwigzan réwnania

Rownanie
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2+ (z+1)" = ¢
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych.
Kazde rozwigzanie naturalne robwnania jest postaci
(wm yn)’

gdzie:
T — 3i Y = 5

Tpi1 = 3Ty + 2y, + Liyp = 4z, + 3y, + 2,gdzien € N

Przyktad 1

Znajdziemy taka liczbe kwadratowg y, ktora jest sumg kwadratow dwoch kolejnych liczb
naturalnych.

Na podstawie powyzszego twierdzenia wnioskujemy, ze takich liczb jest nieskonczenie
wiele.

Zatem podamy tylko przyktady czterech z nich.
¢ 32442 =52=9y=25
o 2024212 =292 = y = 841
e 1192 +120% = 169% = y = 28561
e 6962 + 6977 = 985% = y = 970225
Przyktad 2

Wykazemy, ze rownanie 22 + (z + 1)® + (z + 2)? = 32 nie ma rozwigzan z zbiorze liczb
naturalnych.

Przeksztalcamy rownanie, korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat sumy
dwoch wyrazen.

22+ (z+1)° + (z+2)° =2
22422+ 2 +1+22+4x+4 =172
3z2 +6x +5 =1

322+ 6z + 3+ 2 = 3>

3(z+1)°+2=49
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y? —3(z+1)" =2
Liczba 3(x + 1)%,

Liczba kwadratowa y? w dzieleniu przez 3 nigdy nie daje reszty 2. Zatem lewa strona
rownania nie rowna si¢ prawej - rOwnanie nie ma rozwigzania w liczbach naturalnych,
co nalezato wykazac.

Przyktad 3

Niech a, b, c beda liczbami naturalnymi dodatnimi. Wykazemy, ze jezeli

FTw =

to a® + b? + ¢! jest liczbg kwadratow.

Z rOwnosci % + biz = c% wynika, ze

b*-c?+a’-c? =a®- b

Przeksztalcimy teraz wyrazenie a* 4 b* + ¢*, dodajac i odejmujgc to samo wyrazenie.
a* + b+t =at + bttt (2-a2-b2—2-a2-b2)
Drugie z wyrazen a? - b® zastepujemy przez b* - ¢ + a* - ¢%.
a4—|—b4—|—c4:a4+b4+c4+2-a2-b2—2(b2-c2+a2-c2)
at+btt+ct=at+bt+ct+2-a® 022022 —2-a%- 2

Prawg strone rownosci ,zwijamy” w kwadrat trojmianu, co konczy dowod.

a4+b4+c4:(a2+b2—c2)2

Ze wzorow skroconego mnozenia warto skorzystac¢, uzasadniajac, ze dane wyrazenie
przyjmuje wartosci nieujemne.

Przyktad 4
Niech a bedzie dowolng liczbg rzeczywistg. Wykazemy, ze
a* + 4a3 + 8a? + 16a + 16 > 0.

Przeksztalcimy tak lewa stron¢ nieréwnosci, zeby zapisa¢ ja w postaci sumy wyrazen,
ktore przyjmuja tylko wartosci nieujemne.

L = a* + 4a® + 8a% + 16a + 16

L = a* + 4a® + 4a% + 4a® + 16a + 16




L = (a* + 4a® + 4a*) + (40” + 16a + 16)

Wyrazenia w nawiasach zapisujemy jako kwadraty dwoch wyrazen.
L= (a®+2a)” + (2a + 4)°

Dla kazdej liczby rzeczywistej a:

(a2 + 2a)2 > 0.

Zatem dla kazdejliczby rzeczywistej a

(a2 + 2a)2 + (2a + 4)2 > 0,

co nalezato wykazac.

W ostatnim przyktadzie pokazemy zwigzek liczb kwadratowych z ciggiem arytmetycznym.
Przyktad 5

Wykazemy, ze jezeli liczby 1, a?, b* tworza w tej kolejnoéci cigg arytmetyczny, to liczby 1,
(3a + 2b)%, (4a + 3b)* w tejkolejnosci, rowniez tworza ciag arytmetyczny.

Liczby 1, a®, b% tworza cigg arytmetyczny, zatem réznica miedzy kolejnymi wyrazami jest
stata

a?—1="0%—a

b =2a%> -1 (%)

Zbadamy réznice miedzy kolejnymi wyrazami ciggu.

(1, (Ba+20)%, (da+30)?).

(3a + 2b)* — 1 = 9a% + 12ab + 4b2 — 1

(4a + 3b)* — (3a + 2b)* = 164 + 24ab + 9b* — 9a2 — 12ab — 4b?
(4a + 3b)* — (3a + 2b)* = 7a? + 5b2 + 12ab

Poréwnujemy otrzymane wyrazenia.

9a% + 12ab + 4b*> — 1 = Ta? + 5b> + 12ab

2a% — 1 = b?

Prawdziwo$¢ ostatniej rownosci wynika z rownosci (*). Roznica miedzy kolejnymi
wyrazami rozpatrywanego ciggu jest stata, zatem jest to ciag arytmetyczny, co nalezato




| wykazac.

Stownik
wzor na kwadrat sumy dwéch wyrazen
(a+b)? = a?+ 2ab + b2

kwadrat sumy dwoch wyrazen jest rowny sumie kwadratéw tych wyrazen i podwojonego
iloczynu tych wyrazen

wzor na kwadrat réznicy dwéch wyrazen
(a —b)?* = a® — 2ab + b2

kwadrat roznicy dwoch wyrazen jest rowny roznicy sumy kwadratow tych wyrazen

i podwojonego iloczynu tych wyrazen



Animacja

Polecenie 1

Przypomnij sobie wzér skréconego mnozenia na kwadrat réznicy dwéch wyrazen, korzystajac
Z ponizszej animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a /Dtf8vribw

Film nawigzujacy do tresci tresci lekcji dotyczacy kwadratu réznicy.

Polecenie 2

Zapisz wyrazenie 2a% — 14a + 25 w postaci sumy kwadratéw réznic dwumiandw.


https://zpe.gov.pl/a/Dtf8vri6w

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

1224112410%4+92+8%
52+62+72+82+92 J

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczba est réowna:

O 1
O 2
O %
O #

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jedno z rozwiazan réwnania (x — 1)2 + (z + 1)2 = o2

z niewiadomymi z, y to:

o o O O
[
I




Cwiczenie 3

Uzupetnij rozktad kazdego z danych wielomianéw na sume kwadratéw dwoch wyrazen.
Wohpisz odpowiednie liczby.

:c4+a:2+1:(:c2—‘ ’)2+(\/§m)2
:134+9:v2—|—25=(a:2—‘ ’)24—(\/1_93:)2

az4+7w2—4m+13=(m2—|—‘ ’)2+(w—2)2




Cwiczenie 4

Jezeli p jest liczba pierwsza wiekszg od 3, to liczba K = 4p2 + 1 jest suma kwadratéw trzech
liczb naturalnych.
Uzupetnij dowdd powyzszego twierdzenia, przeciagajac odpowiednie wyrazenia.

Rozwazymy dwa przypadki, pamietajac, ze liczba p musi by¢ liczba nieparzysta.
- Liczba p w dzieleniu przez 3 daje reszte 1, czyli mozna jg zapisa¢ w postaci p = 3k + 1,

gdzie k jest liczbg naturalng dodatnia.

Witedy:

K=4p*+1

K=43k+1)*+1=

K = 16k% + 16k>+ Lsktd+1
k=( )+ (1682 + 8k + 1) + (4k2)

Liczba k jest naturalna, zatem kazda z liczb 4k + 2, 4k + 1, 2k jest liczba naturalna.

- Liczba p w dzieleniu przez 3 daje reszte 2, czyli mozna ja zapisa¢ w postaci p =

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Wtedy

K =4p® +2

K =4(3k+2)* +1 : """""""""""

K = 1682 + 1682 + 4k? 1 24kt o

K = (16k* + 24k +9) + (16K v 16k+4)+ T )
K= )2 bk 242k

Liczba k jest naturalna, zatem kazda z liczb 4k + 3, 4k + 2, 2k + 2 jest liczba naturalna.

‘16k+8k+4H4k+3H36k2+24k+5H36kZ+48k+17H16k2+16k+4

\4k2+8k+4H4'k+1 4K2 + 16k | [ 3k + 2




Cwiczenie 5

Potacz w pary rowne wyrazenia.

(2a +1)? - 2a (2a+1)*+ (a2 —a —1)°
(2a2)* — (2a® — 1)* (3a+7)° — (5a + 13)°
1 — (11 + 4a)? (2a)? — 1
(a2—a—|—1)2+8a—|—1 (a+1)°+ 3a?

Cwiczenie 6
Zaznacz, ktéra rownos¢ jest prawdziwa, a ktéra fatszywa.

Réwnosc Prawda Fatsz
(x+y)? - (z —y)® = —day
r—y)’ + (z+y)” = 29 + 227
(z+9)* - (y—2)* = day
r—y)’ —(z+y)° = —2a? — 2

0000
O00|0

Cwiczenie 7 @

Rozwiaz w liczbach naturalnych réwnanie 22 4 y? = 22, gdzie z, v, z (w tej kolejnosci), to
kolejne liczby naturalne.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze réwnanie 22 + (z + 1)® + (z + 2)* + (z + 3)> + (z + 4)* = 3% niema
rozwigzan w zbiorze liczb catkowitych.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Fascynujace tozsamos$ci — wzor na kwadrat sumy oraz wzor na kwadrat roéznicy
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a3 - b3, a” — bn;

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;
3) wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;j.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzor skroconego mnozenia na kwadrat roznicy oraz wzor na kwadrat sumy
w obliczeniach arytmetycznych i algebraicznych

» sprowadza do najprostszej postaci wyrazenia algebraiczne

o przedstawia liczby w postaci sumy kwadratow

 stosuje i wykorzystuje strategie podczas rozwigzywania zadan, nawet w sytuacjach
nietypowych

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
o mate kroki

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, na podstawie wczesniejszych wiadomosci oraz zawartych w materiale
animacji, w matych grupach sporzadzaja mapy mysli pokazujace zastosowania wzoroéw
skroconego mnozenia na kwadrat roznicy i na kwadrat sumy.

2. Przedstawiciele grup prezentujg wykonane mapy — wspolna wymiana informaciji na
temat wykorzystania wzorow skroconego mnozenia na kwadrat roznicy i kwadrat
sumy.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach pracujg metodga matych krokow - analizujg kolejne przyktady
zapisane w sekcji ,Przeczytaj’ i starajg si¢ wymysle¢ podobny przyktad, ktory zapisuja
na mapie mysli.

2. Na tym etapie pracy nauczyciel jest doradcg i krytycznym obserwatorem -
akceptujgcym zapisane przez grupy zadania lub wskazujgcym elementy do poprawy.

3. Grupy wymieniajg si¢ sporzadzonymi mapami i starajg si¢ rozwigzac jak najwiece;j
zapisanych tam zadan.

4. Po uplywie wyznaczonego czasu, grupy prezentuja wybrane zadania i ich rozwigzania.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.
Liderzy grup dzielg si¢ ciekawymi pomystami lub trudnosciami, ktore pojawity sie
W czasie pracy.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen 1 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

o Wz06r skroconego mnozenia na kwadrat sumy
e Wzor skroconego mnozenia na kwadrat roznicy

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ w czasie zaje¢ wprowadzajgcych wzory skroconego mnozenia
stopnia drugiego.


https://epodreczniki.pl/b/wzor-skroconego-mnozenia-na-kwadrat-sumy/PJ57l5Btv
https://epodreczniki.pl/b/wzor-skroconego-mnozenia-na-kwadrat-roznicy/PBH36rZrW

