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Czy to nie ciekawe?

Wyobraz sobie, ze wracasz ze spaceru z lasu i trzymasz w reku dtugi patyk. Jesli sprobujesz
utrzymac go poziomo, uda ci si¢ to bez wysitku, jesli chwycisz go w srodku; za to
utrzymanie go poziomo, gdy trzymamy jeden z koncoéw wymaga duzej sity. Co wiecej - na
samym Srodku w ogoéle nie musimy tego patyka trzymac - wystarczy, ze go podeprzemy od
spodu, cho¢by jednym placem. Dlaczego tak si¢ dzieje?



Fot. 1. Podparta pateczka perkusyjna bedaca w réwnowadze.

Fot. 2. Podparta pateczka perkusyjna obcigzona na jednym z kornicéw dtugopisem, uktad bedacy
w rownowadze.

Twoje cele

W tym e-materiale:

dowiesz sig, jaka jest intuicyjna oraz matematyczna definicja Srodka masy i Srodka

ciezkosci,

zrozumiesz, dlaczego podparcie ciata w srodku masy nie powoduje jego obrotu,
zrozumiesz, do czego wykorzystujemy pojecie sSrodka masy w statyce i dynamice,
ocenisz wplyw masy i sposobu jej roztozenia na potozenie srodka masy.




Przeczytaj

Warto przeczytac

Pojecie srodka masy mozna zrozumie¢, obserwujac dzieci bawigce si¢ na hustawce. Na srodku
hustawki mamy punkt podparcia, a po obu jej stronach w tej samej odlegtosci [ od srodka mamy
krzeselka. Jesli usigda na nich dzieci o tych samych masach (mi1 = my), jak na Rys. 1., to dos¢
tatwo zachowac¢ im rownowage i oboje uzyja takiej samej sily, zeby odepchnac¢ sie od podtoza.
Jesli jednak jedno z dzieci bedzie cigzsze (m1 > mz2), to hustawka przechyli si¢ na jego strone,
jak na Rys. 2. Dlaczego tak si¢ dzieje?

Rys. 1. Dzieci na hustawce - kazde z nich o tej samej masie. Srodek masy tego uktadu znajduje sie posrodku

Rys. 2. Dzieci na husétawce - kazde z nich ma inna mase. Srodek masy jest przesuniety w strone dziecka o wiekszej

masie



Mozemy wykona¢ analogiczne proste doswiadczenie - jesli wezmiemy do reki podtuzny
przedmiot (np. kij, patyk, dtugopis) tatwo zobaczymy, ze aby utrzymac¢ go poziomo, wystarczy
podeprzec¢ go palcem w srodku. Zwiekszmy teraz mase jednego z koncow przedmiotu, np.
doklejajac do niego plasteline. Okazuje sig, ze aby zachowac poziome utozenie, nasz palec musi
podpierac ten obiekt juz nie w jego geometrycznym $rodku (Rys. 3.), ale blizej tej dodatkowej
masy (Rys. 4.). Im wieksza bedzie ta masa, tym dalej od srodka bedziemy musieli umiesci¢ punkt

podparcia.

Rys. 3. Obcigzony pret podparty w $rodku masy, uktad w rownowadze. Masy kul sg réwne

Rys. 4. Obcigzony pret podparty w $rodku masy, uktad w rownowadze. Masy kul sg rézne

Analizujac powyzsze przyklady, widzimy, ze potozenie srodka masy zalezy od tego, jak roztozona
jest masa wzgledem wybranego punktu. Bylo to odwotanie si¢ do codziennych doswiadczen
i wyrabianie intuicji. Przejdzmy teraz do matematycznej definicji sSrodka masy.
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Rys. 5. llustracja srodka masy [zrodto: http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/images/2_4_5_slide0044_image035.svg]

Zaczniemy od przypadku jednowymiarowego, gdy masy utozone sg wzdtuz jednej prostej, osi OX
o poczatku w punkcie O (Rys. 5.). Srodek masy znajduje sie w punkcie S, ktérego odlegtos¢ od O
jest srednia wazong potozen wzgledem poczatku przyjetego uktadu odniesienia wszystkich
skladowych elementow ciala. Za wagi przyjmujemy wtasnie masy tych elementéw. Dla dwoch ciat
o masach my i myznajdujacych si¢ w odleglosci | mozemy wyrazi¢ odleglo$¢ =, od $rodka uktadu
0, gdzie znajduje sie srodek masy S:

mixq + Mmoo

rs =
m1+m2

Sprawdzmy, gdzie znajduje si¢ sSrodek masy, jesli masy obu kulek sg jednakowe. Wtedy

maxi + mas T+ o
ajs: =
m-+m 2

Zauwazmy teraz, ze | = z2 — x1, wiec 22 = [ 4 x1, zatem

1 +x1 +1 [
g = ———— = +—_
v 2 Ty

Jesli przyjmiemy z; = 0, czyli umiejscowimy poczatek ukladu odniesienia w srodku lewej kuli, to
dochodzimy do wniosku, ze z; = % Czyli mamy wczesniejszy intuicyjny wniosek, ze srodek
masy znajduje sie w potowie odcinka tgczacego srodki kul.

Jesli masy kul beda rozne, to Srodek masy bedzie przesuwat sie w strone kuli o wiekszej masie —
jak w przykladzie z hustawka i ciezszym dzieckiem po jednej stronie, a 1zejszym po drugie;j. Jesli
chcemy, aby hustawka byta w rownowadze, nalezy podeprzec ja blizej cigzszego dziecka.


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

Powyzszy przykiad dotyczy uktadu dwoch kul lub dwojki dzieci. Jesli liczba ciat wynosi n i lezg
na jednej prostej, to wtedy potozenie srodka masy wyrazamy wzorem
mixTy + moxo + ...+ MyTy
miy+mo—+...+my,

Ts =

Jesli ciata nie lezg na jednej prostej, to wzor powyzszy uogolnia sie poprzez zastosowanie
wektorow potozenia, oznaczanych przez ;. Wektor potozenia Srodka masy to

— — — n g
L Ty +mery+ ...+ myT, Zizl miT;
s = =

my+mo+...+m, Yo my

Wzor (2) jest szczegolnym przypadkiem (3), gdy wszystkie wektory sg do siebie rownolegte
i wybraliSmy rownolegly do nich os =

Po co nam pojecie $rodka masy? Srodek masy to taki punkt ciata, ktory czesto z dobrym
przyblizeniem zachowuje sie tak, jak gdyby byta w nim skupiona masa catego ciata. Pojecie to jest
bardzo uzyteczne w mechanice, poniewaz pozwala opisa¢ ruch i zachowanie si¢ ciala nawet

o skomplikowanej geometrii w bardzo prosty sposob. Jesli opisujemy ruch postepowy obiektu, to
nie musimy opisywac ruchu kazdejjego czesci - wystarczy, ze opiszemy ruch postepowy jego
srodka masy. Z kolei swobodny ruch obrotowy obiektu bedzie odbywat si¢ dookota osi
przechodzacej przez jego Srodek masy. Wtedy cos, co na pierwszy rzut oka wyglada
skomplikowanie (jak ruch rzuconego miotka, czy wykonujacego salta skoczka przed kontaktem
z woda) staje sie prostym ztozeniem dwoch ruchow: ruchu postepowego srodka masy i ruchu
obrotowego ciala wokot pewnej osi przechodzacej przez Srodek masy.

Sita cigzenia (grawitaciji) jest w jednorodnym polu grawitacyjnym przytozona wtasnie do srodka
masy - dlatego méwimy o Srodku ciezkosci. Jedynie w niejednorodnym polu grawitacyjnym
srodek masy i srodek ciezkosci nie pokrywajg sie ze sobg. W polu grawitacyjnym, ktore z dobrym
przyblizeniem jest jednorodne, jak pole grawitacyjne przy powierzchni Ziemi, przyjmujemy, ze
srodek ciezkosci pokrywa si¢ ze srodkiem masy. W przyktadach z kijem, aby osiagnac¢
rownowage ciata (chociaz niestabilng rownowage na kilka chwil), musieliSmy podeprze¢ go
wlasnie w jego srodku ciezkosci. Jesli podpieramy go poza jego srodkiem ciezkosci, zaczyna on
sie obracac¢ i wypada nam z reki.

Stowniczek
Srednia (arytmetyczna) wazona

(ang.: weighted arithmetic average) Srednia z wartosci z uwzglednieniem roéznego ,wkladu”
poszczeg6lnych wartosci do obliczanej srednie;j:
wW1L] + ... + Wy,

:i'w: )
wy + ... +w,




gdzie nieujemne wielkosci wy, wy, . . ., w, to wagi, a x1, s, . . . , &, — uSredniane wartosci. Dla

jednakowych wag otrzymujemy zwykla srednig arytmetyczng.

Niekiedy (z-t3) wagq nazywa si¢ iloraz ZJ” 1 -. Wtedy suma wag z definicji wynosi 1, a kazda
j=1Wj

z nich spetnia warunek 0 < w; < 1. Przypadek zwyklej sredniej arytmetycznej to w; = % dla
wszystkich 4.

Uktad odniesienia

(ang.: frame of reference) - ciato, wzgledem ktorego opisujemy ruch innych ciat.



Animacja

Co to jest srodek masy?
Obejrzyj animacije, ktora pozwoli na wyrobienie nieco intuicji odnosnie pojecia srodka masy
uktadu.

Polecenie 1

Dane sa trzy punkty na ptaszczyznie: A(—2;1), B(3;2), C(0; —1). W tych punktach
umieszczono ciata o masachmy = 2kg, mp = 1kg, m¢ = 6kg.

(i) Zapisz wektory potozenia ciat w punktach.

(ii) Bez wykonywania obliczen sprébuj przewidzie¢ potozenie Srodka masy tego uktadu.

(iii) Wyznacz to potozenie.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

Jak zdefiniowany jest $Srodek masy?

Srednia arytmetyczna wazona potozen obiektéw w uktadzie, wagami sa masy
obiektow

() Srednia harmoniczna potozen obiektéw w uktadzie

O Srednia arytmetyczna potozer obiektéw w uktadzie

Cwiczenie 2 @)

Okresl punkt, w ktérym nalezy podeprze¢ hustawke, aby byta w rownowadze. Zaktadamy,
ze klocki sg jednorodne i wykonane z identycznego materiatu.




Cwiczenie 3 O

Rysunek (nie w skali!) ilustruje Ziemie o masie M 5 i Stonce o masie okoto 333 tysiecy M .
Gdzie, orientacyjnie, znajduje sie Srodek masy tego uktadu?

‘ Srodek masy? ‘ ‘Sloﬁce‘
- @ - — - - - - - - - - - - -

W potowie odlegtosci od Ziemi do Storca

Za potowa, troche blizej Ziemi

Za potowa, troche blizej Stonca

Za potowa, bardzo blisko $rodka Storica

o o O O O

Nie wyznacza sie srodka mas tak wielkich uktadéw, szczegdlnie gdy s w ruchu

Nalezy wzig¢ pod uwage obecnosc¢ innych planet i ksiezycéw, aby odpowiedzie¢
na to pytanie

O



Cwiczenie 4 Q)
W uktadzie obracajacym sie na jego elementy oddziatuje sita odsrodkowa, co mozna poczué
np. siedzac na rozkreconej karuzeli. Jesli obraca sie uktad z cieczg, to sita odsrodkowa
sprawia, ze ciecz przemieszcza sie na zewnatrz, oddalajac sie od srodka osi obrotu.
WyobraZzmy sobie na przyktad beben w pralce. Zanim beben zacznie sie obraca¢, woda

znajduje sie na jego dnie. Gdy beben obraca sie odpowiednio szybko, woda odrzucana jest
w strone S$cianek, tworzac ,pierscien”, jak na rysunku ponize;j.

Jak zmieni sie potozenie srodka masy tego uktadu po wtaczeniu pralki?

() Potozenie érodka masy podniesie sie

()  Potozenie érodka masy obnizy sie

()  Potozenie srodka masy nie zmieni sie



Cwiczenie 5 Q@

Astronauta w trakcie misji wykonywat spacer, czyli opuscit stacje kosmiczng (np. prowadzit
naprawy w zewnetrznej czesci stacji) i wskutek btedu stracit z nig kontakt, a zaniedbat
procedure wymuszajaca przypiecie sie podczas spaceru ling do stacji. Jak w tej sytuacji
moze zmieni¢ utozenie swojego ciata, zeby z powrotem dostac sie do stacji?

O Zadna zmiana utozenia ciata nie wptynie na ruch postepowy $rodka masy, czyli
nic nie moze zrobié, zeby wrdci¢ do stacji

O Moze probowac wykonac obroty (salta) w kierunku stacji, biorac zza gtowy
zamach rekami, zginajac ciato w strone nég

O Moze poruszac sie ruchem ,robaczkowym”, na przemian powoli zginajac nogi
i ramiona, a nastepnie gwattownie je prostujac



Cwiczenie 6 O

Stojak parasola ogrodowego jest czesto wyposazony w plastikowy zbiornik na wode. Po co
napetniamy go woda?

() Chcemy obnizy¢ $rodek masy catego uktadu, co poprawia stabilnos¢.

Stosujemy wode, bo przy wlewaniu rozptywa sie na boki, przez co srodek masy
przesuwa sie z daleka od osi parasola, poprawiajac stabilnos¢.

O Woda zapewnia lepsze przyleganie podstawy do podtoza, co poprawia
stabilnosc.

() Chcemy zwiekszy¢ mase catego uktadu, co poprawia stabilnos¢.



Cwiczenie 7 Q®
W cysternach przewozone s3 substancje ciekte (woda, mleko, olej napedowy, benzyna,
skroplony gaz). Gdy ciecz zmienia swoje potozenie (w trakcie hamowania, przyspieszania lub
skrecania), to zmienia sie potozenie jej srodka ciezkosci. Kiedy zmiany srodka ciezkosci beda
wieksze - przy cysternie zatankowanej do petna czy do potowy?

Poziom napetnienia nie ma znaczenia
Do petna

Do potowy

o O O O

To zalezy od rodzaju cieczy

Cwiczenie 8 @

Srodek masy uktadu dwdch ciat znajduje sie na odcinku taczacym te ciata.

Srodek masy ukfadu trzech ciat - zaktadajac, ze nie znajduja sie na jednej prostej -

w tréjkacie wyznaczonym przez te ciata.

Srodek masy ukfadu czterech ciat - zaktadajac, ze nie znajduija sie na jednej ptaszczyznie

- we wnetrzu czworoscianu wyznaczonego przez te ciata.

Czy mozemy sformutowac jakie$ ogdlne, jakosciowe stwierdzenie na temat potozenia
srodka masy? Oczywiscie poprzestajemy na przestrzeni trojwymiarowej, ale mozemy

zwiekszac liczbe obiektéw w uktadzie.




Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko
autora:

Przedmiot:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa
programowa

Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Dariusz Aksamit

Fizyka
Co to jest Srodek masy?
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

II. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw

i zaleznosci fizycznych.

III. Planowanie i przeprowadzanie obserwacji lub doswiadczen
oraz wnioskowanie na podstawie ich wynikow.

Zakres rozszerzony

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

7) wyodrebnia z tekstow, tabel, diagramow lub wykresow,
rysunkow schematycznych lub blokowych informacje
kluczowe dla opisywanego zjawiska badz problemu;
przedstawia te informacje w roznych postaciach;

10) przeprowadza wybrane obserwacje, pomiary

i doswiadczenia korzystajac z ich opiséw; planuje i modyfikuje
ich przebieg; formutuje hipoteze i prezentuje kroki niezbedne
do jej weryfikacii;

IIl. Mechanika bryly sztywnej. Uczen:

1) wyznacza potozenie srodka masy uktadu ciat.

Zalecenie Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie
nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie,

» kompetencje cyfrowe.



Uczen:

1. podaje intuicyjna oraz matematyczng definicje Srodka
masy i Srodka ciezkosci.

2. wyjasnia, dlaczego podparcie ciala w sSrodku masy nie
powoduje jego obrotu.

3. doswiadczalnie znajduje potozenie Srodka masy uktadu
cial.

Cele operacyjne:

4. wskazuje, do czego wykorzystujemy pojecie Srodka masy
w statyce i dynamice.

Strategie i metody , ,
. Strategia eksperymentalno-obserwacyjna.
nauczania:

- pokaz,

- praca indywidualna,
- dyskusja,

- projekcja animacii.

Formy zaje¢:

- podtuzny przedmiot (np. patyk, kij od szczotki, dtuga linijka,
Srodki dydaktyczne: = dlugopis),
- obciazniki (np. plastelina).

Materialy
pomocnicze

PRZEBIEG LEKCIJI
Faza wprowadzajaca:

Nauczyciel razem z uczniem-ochotnikiem przeprowadzajg prosty pokaz - probujg
podeprzec¢ podtuzny przedmiot (np. kij) jednym palcem tak, aby pozostat w pozycii
poziomej. Udaje si¢ to doS¢ prosto, nastepnie nauczyciel do jednego z koncow doczepia
obciaznik - uczen znajduje nowe potozenie rownowagi. DoSwiadczenie mozna
powtorzy¢ dla kilku obcigznikow.

Faza realizacyjna:



» Nauczyciel prowadzi grupowa dyskusje nad wnioskami z eksperymentu. Mozna go
sformutowac: - istotne dla potozenia punktu podparcia sa dwa czynniki: wielkos¢
masy i jej odlegtos¢ od drugiej masy. Nauczyciel ttumaczy czym jest Srodek masy,
podajac definicje, ktora podsumowuje powyzsze intuicyjne obserwacje.

» Nauczyciel zwraca uwage, ze uktady mogg by¢ bardziej skomplikowane i mie¢
wiecej wymiarow - dla zobrazowania przeprowadzonego doSwiadczenia nauczyciel
prezentuje uczniom animaciji z niniejszego e-materiatu. Po projekcji nastepuje
dyskusja i odpowiedzi na pytania. Dla upewnienia si¢, ze pojecia sg zrozumiate,
uczniowie indywidualnie rozwigzuja zadania 1-3 z niniejszego e-materiatu.

« Nakoniec w grupach uczniowie dyskutujg nad rozwigzaniem zadan 4 i 5.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel podsumowuje odpowiedzi grup na temat zadan 4 i 5, wyja$niajac
ewentualne nieporozumienia.

Nauczyciel podsumowuje zaprezentowane tresci (definicje Srodka masy i srodka
ciezkosci) i odpowiada na pytania uczniow.

Praca domowa:

Zasugerowac rozwigzanie zadan, bedacych czescig tego e-materiatu, ktorych nie
rozwigzano w trakcie lekcij.

Wskazowki

metodyczne , , ., , , , ,
. . Nauczyciel moze poleci¢ uczniom obejrzenie e-materiatu
opisujace rozne ,
] w domu, przed lekcja.
zastosowania danego

multimedium:



