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Zrodto: dostepny w internecie: pikrepo.com, domena publiczna.

Mamy juz podstawowg wiedz¢ na temat prostopadtoscianu. Znamy elementy jego budowy
oraz potrafimy obliczy¢ sume dlugosci wszystkich jego krawedzi. Ta wiedza pozwoli nam na
obliczanie dtugosci odcinkow w prostopadtoScianach.

Twoje cele

o Wyprowadzisz wzor na dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu o zadanych
dtugosciach krawedzi.

e Zauwazysz zalezno$ci wystepujace pomiedzy odcinkami w prostopadto$cianie.

e Obliczysz dlugosci odcinkéw w prostopadtoscianie.

o Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwiazywania problemow matematycznych.




Przeczytaj

Wiemy juz, ze prostopadtoscian to bryla przestrzenna posiadajgca cztery prostokatne
Sciany boczne oraz prostokaty w podstawach.

Prostopadtoscian skiada sie z:

e 12 krawedzi,
o 8 wierzchotkow,
e 6 Scian.

Mozemy powiedziec, ze prostopadtoscian to rownolegtoscian, w ktorym kazde dwie $ciany
majgce wspolng krawedz sg prostopadtie.

Dla ulatwienia, przypomnijmy elementy budowy prostopadtoscianu, analizujgc ponizsza

ilustracje.

przekatna ' wierzchotek

\ +

- Sciana boczna

krawedz
boczna T ——

krawedz
podstawy

podstawa

Dtugosci odcinkéw w prostopadtoscianie

Analizujgc budowe prostopadtoscianu mozemy zauwazy¢, ze krawedzie boczne oraz
krawedzie podstawy to nie jedyne odcinki, jakie znajdziemy w prostopadtoscianie. Czesto
niewiadomymi pozostajg dlugosci przekatnych Scian bocznych, przekatne podstawy, czy
nawet przekatne prostopadtoscianu.

Narysujmy prostopadtos$cian i wprowadzmy oznaczenia, jak na ponizszym rysunku.
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1. Dlugos¢ przekatnej Sciany bocznej prostopadtoscianu.

W prostopadto$cianie mamy dwie pary Scian bocznych o réznych wymiarach. Zatem
dtugosci ich przekatnych obliczymy, korzystajac z dwoch trojkatéw prostokatnych.

y

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, mamy zalezno$¢ f2 = a? + c?, wobec tego

f=vaZie



e

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, mamy zaleznoé¢ e? = b% + ¢?, wobec tego
e = Vb2 + c2

2. Dlugosc¢ przekatnej podstawy prostopadlo$cianu.

N

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy zalezno$¢ 2 = a® + b?, wiec dtugos¢

przekatnej podstawy prostopadioScianu z obliczamy ze wzoru
x = a? + b2
3. Dlugosc¢ przekatnej prostopadtoscianu.

Zauwazmy, ze dlugos¢ przekatnej d mozemy obliczy¢, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa
w ponizszym trojkacie.



N

Zatem:
z? + c? = d?
Poniewaz zachodzi zalezno$¢
a2+ b = z2
wobec tego
a?+b? + % =d>.

Jezeli krawedzie prostopadtoscianu majg dtugosci a, b, ¢, to dtugo$¢ przekatne;j
prostopadlo$cianu obliczamy ze wzoru:

d=+va?+ b2+ c2.
W prostopadtoScianie mozemy wyznaczy¢ takze dtugosci innych odcinkéw np.:

o dlugos¢ odcinka fgczacego Srodki sgsiednich krawedzi w podstawie
prostopadloscianu,
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czyli dtugos$¢ odcinka taczacego srodki sgsiednich krawedzi w podstawie
prostopadlo$cianu jest rowna potowie dltugosci przekatnej tej podstawy;
dlugos¢ odcinka faczacego srodki przekatnych sgsiednich Scian bocznych
w prostopadlo$cianie,

czyli dlugos¢ odcinka taczacego srodki przekatnych sgsiednich $cian bocznych

w prostopadlo$cianie jest rowna potowie dtugosci przekatnej podstawy tego
prostopadtoscianu;

dtugos¢ odcinka fgczacego punkt przeciecia przekatnych dolnej podstawy z jednym
z wierzchotkow gornej podstawy prostopadtoscianu,
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czyli dlugos¢ odcinka taczacego punkt przeciecia przekatnych dolnej podstawy

z jednym z wierzchotkoéw gornej podstawy prostopadtoscianu wyznaczamy korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa dot. trojkgta prostokgtnego wyznaczonego przez ten odcinek,
krawedZ boczng oraz odcinek bedacy potowg dlugosci przekatnej podstawy
prostopadio$cianu.

Przyktad 1

Obliczymy dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu o wymiarach:a =2 cm, b =1 cm,
c=2v2 cm.

Rozwigzanie:
Podstawmy odpowiednie dtugosci do wzoru na dlugos¢ przekatnej prostopadtoscianu:
d> = a? + b + 2

d=+va?+ b2+ c?

d— \/22+12+ <2\/§)2

d=vV4+1+8=+13

d=+13

Przekatna omawianego prostopadioécianu ma dtugosé¢ v/13 cm.
Przyktad 2

Wyznaczymy dlugosci krawedzi prostopadtoscianu, jezeli wiadomo, Ze jego przekatna ma
dltugosc v/ 155, a krawedzie wychodzace z jednego wierzchotka sg kolejnymi liczbami



nieparzystymi.
Rozwigzanie:

Niech a, b, c bedg dlugosciami krawedzi prostopadto$cianu, wychodzacymi z jednego
wierzchotka.

Poniewaz ich dlugosci sg kolejnymi liczbami nieparzystymi, to

a=2n+1
b=2n+3
c=2n+5
gdzien € N,.

Skoro przekatna prostopadtoScianu ma dtugos¢ /155, zatem do wyznaczenia wartosci n
wykorzystamy wzor na dtugos¢ przekatnej prostopadioscianu:

I= V@ TR

(\/1_55)2 = \/(2n +1)* + (2n + 3)* + (2n + 5)

Po podniesieniu obu stron rownania do kwadratu otrzymujemy:
155 = (2n + 1)* 4 (2n + 3)* + (2n 4 5)°

155 = 4n® +4n + 14 4n® + 12n 4+ 9 + 4n® + 20n + 25

12n® + 36n — 120 = 0

n’+3n—10=0

ny — _32_7 =-5<0
ng= 2L =20

Wobec tego krawedzie prostopadioScianu majg dtugosci:
a=2-24+1=5
b=2-24+3=7
c=2-2+5=9

Przyktad 3



Obliczymy dlugos¢ wysokosci prostopadtoscianu przedstawionego na ponizszym
rysunku.

Rozwigzanie :

Zanim wykonamy obliczenia, to przypomnijmy, ze wysoko$¢ prostopadioScianu jest
rowniez jego krawedzig boczna.

Obliczymy najpierw dlugosc¢ przekatnej podstawy prostopadtoscianu, korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa:

2 = 62 + 22, zatemx = V40 = 2v/10

Obliczamy wysokos¢ prostopadlos$cianu, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa:
2 +b? =82

(\/E)z + b = 82

b =24

Zatem b = 2v/6.

Wysokos§¢ omawianego prostopadto$cianu wynosi 2v/6.

Przyktad 4

Wykazemy, ze jesli krawedzie prostopadlo$cianu maja dlugosci a, b, ¢, to dtugos¢ odcinka
P zaznaczonego na ponizszym rysunku wyraza si¢ wzorem:



p:\/%a2—|—%b2—|—c2

Rozwigzanie:
Jezeli x jest dtugos$cia przekatnej podstawy tego prostopadtoscianu, to:
z = Va2 + b2
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, rozwigzujemy roOwnanie:
2
P’ = (%w> + 2

1
p? = Zw2+c2

\2
p2: %(\/az-i—bz) +C2
p? = %-(aanlP)—lrc2

1 1
p? = Za2—|— sz—l—c2

Wobec tego p = \/%cﬂ + %b2 + 2.
Przyktad 5

Obliczymy dlugos¢ odcinka lgczacego srodki przekatnych sgsiednich $cian bocznych
w prostopadloScianie, ktorego podstawa ma wymiary 2 na 4, a krawedz boczna ma
dtugosc¢ 6.



Rozwiazanie:

Narysujmy prostopadtoscian, odpowiednie odcinki oraz wprowadzmy oznaczenia, jak na
rysunku.

Poniewaz dlugo$¢ odcinka z jest rowna potowie dlugosci przekatnej podstawy
prostopadto$cianu, zatem

Stownik
prostopadtoscian

graniastostup, ktorego wszystkie Sciany sg prostokatami



Infografika

Polecenie 1

Przypomnij sobie, jak obliczamy dtugosci niektérych odcinkéw w prostopadtoscianie,
a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2

Wyznacz dtugosci odcinkéw zaznaczonych w ponizszym prostopadtoscianie.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Oblicz dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu, jezeli jego podstawg jest prostokat o bokach o
2 i 4, a suma dtugosci wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu wynosi 48. Zaznacz
prawidtowa odpowiedz.

O V12
O V48

O 214

Cwiczenie 2 @)

Dany jest prostopadtoscian, ktérego podstawg jest prostokat o bokach 2 cm i 3 cm, a jego
krawedz boczna ma dtugos$¢ 6 cm. Przeciaggnij prawidtowe wielkosci w odpowiednie miejsca.

____________________

____________________

____________________

____________________

3cm || 3vV5 cm 2cm‘2\/1—00mH\/gcm’ 7 cm || V13 cm

Cwiczenie 3




Cwiczenie 4

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Wiadomo, ze odcinek taczacy srodki sgsiednich krawedzi w podstawie prostopadtos$cianu ma
dtugos¢ b, a jedna z krawedzi podstawy tego prostopadtoscianu jest o 2 dtuzsza od drugiej
krawedzi. Przekatna prostopadtoscianu ma dtugos¢ 14.

Zatem:
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Cwiczenie 5

Zapoznaj sie z rysunkiem ponizej i zwrdc¢ uwage na wyrdznione na nim przekatne.

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

(] Przekatne dwoch $écian bocznych prostopadtoscianu maja dtugosci 34/10.
(] Suma dtugosci wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu wynosi 60.
(] Przekatna prostopadtoscianu ma dtugosc¢ 3v/14.

0 Przekatna podstawy prostopadtoscianu jest dtuzsza niz przekatna sciany bocznej
0 mniejszej powierzchni.



Cwiczenie 6
Podstawg prostopadtoscianu jest prostokat o bokach 12 i 4, a krawedz boczna ma dtugosc¢ 8 .
Uporzadkuj opisy tak, aby odpowiadajace im wartosci byty utozone w kolejnosci rosnace;.

dtugos¢ dtuzszej krawedzi podstawy =
dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu =
dtugos¢ przekatnej mniejszej Sciany bocznej =
dtugos¢ przekatnej podstawy =
dtugosc przekatnej wiekszej sciany bocznej =
Cwiczenie 7 @
Oblicz dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu, w ktérym krawedzie wychodzace z jednego
wierzchotka sg kolejnymi liczbami parzystymi, a suma dtugosci wszystkich krawedzi tego
prostopadtoscianu wynosi 120.
Cwiczenie 8 @

Przekatna podstawy, krawedz boczna oraz przekatna prostopadtoscianu sg kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego o réznicy 5. Wyznacz dtugosci krawedzi podstawy tego
prostopadtoscianu wiedzac, ze jedna z tych krawedzi jest o 3 krétsza od przekatnej podstawy
prostopadtoscianu.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dlugos$ci odcinkow w prostopadlo$cianie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wyprowadza wzor na dtugos¢ przekatnej prostopadioscianu o zadanych diugosciach
krawedzi,

 oblicza dtugosci odcinkéw w prostopadtosScianie,

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda kota i myszy;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Diugosci odcinkow w prostopadioScianie”
i celow lekciji. Okreslenie wigzgcych dla uczniow kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Infografika”. Zapisujg
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”,
a nastepnie wybrany uczen omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie” metodg kot i mysz. Mysz
stara si¢ jak najlepiejrozwigzac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po 2
nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role
uczniow odwracajg sie i mysz staje sie kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnej. Wybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.



Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

e Prostopadloscian.
Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzysta¢ material w sekciji ,Infografika” do pracy przed lub po
lekcji, w formie zadania domowego. Podczas pracy z materiatem moga tworzy¢ pytania,
ktore wykorzystaja do pracy na lekciji.
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