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Znajomos¢ pochodnej f’(x) pewnej funkcji f(z) czesto pozwala nam na okreslenie
wiasnosci tej funkcji takich jak monotonicznoS¢ czy ekstrema. Zajmiemy si¢ obecnie
zagadnieniem poszukiwania ekstremow funkciji, tzn. eliminowania wszystkich wartosci
argumentow, w ktorych funkcja nie ma ekstremum. Przy rozwigzywaniu tego zagadnienia
kluczowa role odgrywac¢ bedzie pochodna funkcii.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ jaki warunek konieczny powinien by¢ spetniony, aby funkcja miata
ekstremum.



Przeczytaj

Twierdzenie: Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jesli funkcja f(z) jest rozniczkowalna w punkcie x( i ma w tym punkcie ekstremum, to

f(zg) =0

Punkty, w ktorych pochodna funkciji jest rowna zeru nazywamy punktami stacjonarnymi.
Uwaga!

Twierdzenie odwrotne jest falszywe.
Na przyktad funkcja f(z) = z3, ma pochodna f’(z) = 3z? w punkcie 2y = 0 réowna zeru
(£’(0) = 0) i nie ma w tym punkcie ekstremum.

Wykres funkcji danej wzorem f(z) = z°.

Zapamietaj!

Zerowanie si¢ pochodnejjest warunkiem koniecznym istnienia ekstremum lokalnego dla
funkcji rozniczkowalnej, ale nie jest warunkiem wystarczajgcym.

Uwaga!

Jesli funkcja f(z) jest rozniczkowalna w punkcie zq i f’(zg) # 0, to funkcja ta nie ma
w tym punkcie ekstremum. Funkcja moze mie¢ ekstremum lokalne jedynie w punktach,

w ktorych jej pochodna nie istnieje albo istnieje i jest rowna zeru.



Przyktad 1

Sprawdzimy, w ktérym z punktow: z; = —2, 29 =0, z3 = 1, x4 = 3 funkcja
f(z) =2° - %x‘l moze mie¢ ekstremum, a w ktorym na pewno nie ma.

Rozwigzanie:

Funkcja f(x) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze R. Jej pochodna dana jest
wzorem f’(z) = 5x* — 5z,

Na mocy pierwszego twierdzenia o warunku koniecznym istnienia ekstremum, funkcja
rozniczkowalna f(z) moze mie¢ ekstremum w punkcie, wtedy i tylko, gdy jej pochodna
jest w tym punkcie rowna zeru.

Sprawdzmy, kiedy pochodna f’(z) = 0. Otrzymujemy kolejno:
f(z) =0,gdy5z? — 523 =0,czyliz =0lubz = 1.

Stad rozwazana funkcja f(x) moze mie¢ (ale nie musi) ekstremum tylko w punktach

x2 = 0, z3 = 1, ana pewno nie ma ich w punktach z1 = -2, z4 = 3.
Przyktad 2
Sprawdzimy w jakich punktach funkcja f(z) = ﬁ;j moglaby mie¢ ekstremum.

Rozwigzanie:

Dziedzing funkciji jest zbior R. Funkcja f(z) jako funkcja wymierna jest rozniczkowalna
w catejdziedzinie. Jej pochodna dana jest wzorem

, 2z (14-22) -2z (22 —4 -
f (ZE) = ( (1)+J:2)2( ) = (1:2122)2'

Sprawdzamy, kiedy spelniony jest warunek konieczny istnienia ekstremum, czyli kiedy
pochodna f’(x) = 0. Otrzymujemy kolejno:

f(x) = 0, gdy (110;)2 = 0, czyli 10z = 0, stad z = 0.

Punkt 2 = 0 jest punktem stacjonarnym, czyli takim w ktorym funkcja f moze (ale nie
musi) mie¢ ekstremum.

Przyktad 3

Uzasadnimy, ze funkcja f(z) = = nie ma ekstremum.

Rozwigzanie:

Dziedzing funkciji jest zbior Dy = R\ {0}.


javascript:void(0);

Funkcja f(x) jako funkcja wymierna jest rozniczkowalna w catej dziedzinie. Jej pochodna
dana jest wzorem f’(z) = =% # 0 dla kazdego argumentu ze zbioru R \ {0}.

Zatem nie jest spelniony warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji, czyli nie ma
takiego punktu o € Dy, dla ktérego pochodna f’(zo) = 0.

Stad rozwazana funkcja f nie ma ekstremum.

Przyktad 4

Sprawdzimy, dla jakiego parametru a funkcja f(z) = 22® — 4z + 2az nie ma punktow
stacjonarnych.

Rozwigzanie:
Funkcja f(x) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze R.
Jejpochodna dana jest wzorem f’(z) = 2(3z” — 4z + a).

Na mocy Twierdzenia o warunku koniecznym istnienia ekstremum funkcji wiemy, ze
funkcja nie ma punktéw stacjonarnych, wtedy i tylko wtedy, gdy f’(x) # 0. Otrzymujemy
kolejno

f(z) #0,gdy2(32z2 — 4z + a) # 0, czyli A <0,

A =16 — 12a < 0, wtedy i tylko wtedy, gdy a € (%, oo).

Zatem rozwazana funkcja f nie posiada punktow stacjonarnych dla a € (%, oo).
Przyktad 5

Znajdziemy te wartosci parametru m € R, dla ktorych funkcja
f(z) = 52% + 3 (m+ 2)2? + (Fm? — 3m + 5)z — 3m + 2 ma dwa punkty
stacjonarne.

Rozwigzanie:
Funkcja f(x) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze R.
Jejpochodna dana jest wzorem f(z) = z? + (m + 2)z + +m? — 2m +5.

Na mocy Twierdzenia o warunku koniecznym istnienia ekstremum funkcji wiemy, ze
funkcja ma punkty stacjonarne, wtedy i tylko wtedy, gdy f’(x) = 0.

Mamy zatem z2 4+ (m + 2)z + +m? — 2m +5 = 0.

Z warunkow zadania wynika, ze rownanie to ma mie¢ dwa rozwigzania, czyli A > 0.
Otrzymujemy kolejno



A=(m+2)°—4(3m? - 3m+5) = —m?+10m — 16 > 0.

Stad m € (2, 8).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DardqW9ID

Stownik
funkcja rézniczkowalna

funkcje nazywamy rézniczkowalng jesli ma pochodng w kazdym punkcie dziedziny


https://zpe.gov.pl/a/DardqW9ID

Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja multimedialng, a nastepnie wykonaj ¢wiczenia zamieszczone

ponizej.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DUtuUFZE6


https://zpe.gov.pl/a/DUtuUFZE6

Polecenie 2

Na podstawie informacji zawartych w prezentacji multimedialnej zaznacz czy zdanie jest
prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Na to aby funkcja posiadata ekstremum w danym punkcie
potrzeba i wystarcza, aby jej pochodna w tym punkcie O O
byta ré6zna od zera.

Zerowanie sie pochodnej jest warunkiem koniecznym
istnienia ekstremum lokalnego dla funkcji rézniczkowalnej, O O
ale nie jest warunkiem wystarczajacym.

Jedli funkcja f(x) jest rézniczkowalna w punkcie o i

f’(zg) # 0, to funkcja ta nie ma w tym punkcie O O
ekstremum.
Wszystkie punkty dla ktorych f’(z) # 0 nazywamy O O

punktami stacjonarnymi.

Polecenie 3

Wyznaczymy punkty, w ktérych funkcja f(z) = (z — 2)2(50 + 3) moze (ale nie musi) mie¢
ekstrema.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1 @)

Na rysunkach przedstawiono fragmenty pochodnych pewnych funkcji rézniczkowalnych. Na
tej podstawie ocen prawdziwos$¢ kazdego zdania.
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Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Funkcja f prawdopodobnie ma ekstremum w puncie O O
xo = 0, bo jej pochodna f’(0) = 0.

Funkcja f nie posiada ekstreméw, bo jej pochodna f’(x) O O
posiada ekstrema.

Funkcja f posiada dwa ekstrema, bo réwnanie f’(z) = 0 O O
ma dwa rozwigzania.
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Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.
Zdanie Prawda Fatsz
Funkcja f prawdopodobnie ma ekstremum w puncie O O

xo = 0, bo jej pochodna f’(0) = 0.

Funkcja f prawdopodobnie posiada dwa ekstrema, bo O
rownanie f’(z) = 0 ma dwa rozwiazania.

Funkcja f posiada ekstremum w punkcie zq = 0, bo O
pochodna f’(z) posiada w tym punkcie ekstremum.
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Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.



Zdanie Prawda Fatsz

Funkcja f prawdopodobnie ma ekstremum w puncie

xo = 0, bo jej pochodna f’(0) = 0. O O
Funkcja f prawdopodobnie posiada trzy ekstrema, bo O O
réwnanie f’(z) = 0 ma trzy rozwiazania.
Funkcja f posiada dwa ekstrema, bo pochodna f’(z) O O
posiada dwa ekstrema.
Cwiczenie 2 3

Dopasuj do danej funkcji wzor na jej pochodng oraz punkty stacjonarne (jesli takie posiada).
Przeciagnij wtasciwe odpowiedzi w poprawne miejsca.

flx)=(z+2)>°@@ 1) f(z) = = dlax€R\-2, f(z) = ® +32° + 3z — 5

Wzér funkcji Wz6r pochodnej Punkty stacjonarne

f@) = (z+2)°(z — 1)°

f(z) = 55 dlax€ER\-2

f(xz) = 2° + 32® + 3z —{5




Cwiczenie 3 @

Uzupetnij podany tekst przeciggajac w odpowiednie miejsca wtasciwy wyraz.

koniecznym ’ ‘ stata ’ ‘ maksimum ’ istnieje ’ ‘ punktami stacjonarnymi ’ ‘ nie istnieje ’

minimum ’ ‘ f(zo) = f(x) ’ ‘ zeru ‘ f(zg) #0 ’ ‘ f(zo) >0 ’ ‘ ekstremum ’

ujemna ’ ‘ dodatnia ’ ‘ f’(acg) =0 ’ punkty skrajne ’ ‘ wystarczajacym ’

Cwiczenie 4

Sprawdz, czy funkcja f(z) = 3z* + 23 + 42% + 22 — 1 moze mie¢ w punktach z; = 1,
Ty = —%, T3 = —% ekstremum, a w ktérych na pewno nie ma.

Cwiczenie 5

2

Sprawdz, w jakich punktach funkcja f(z) = -,z € R\ {—1, 1} mogtaby mie¢
ekstremum.

Cwiczenie 6

Uzasadnij, ze funkcja f(x) = 9352:31”” nie ma ekstremum.

Cwiczenie 7 @

Dla jakich wartosci parametru p funkcja f(z) = t2* + 5 (p + 3)z* + 2pz? ma doktadnie
jeden punkt stacjonarny.



Cwiczenie 8 @

Dla jakich wartosci parametru m funkcja f(z) = % (m2 — 1):03 + (m — 1)z + 2z nie ma
punktéw stacjonarnych.



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Warunek konieczny istnienia ekstremum

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5) analizuje rownania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczeg6lnosci wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od
parametrow, podaje warunki, przy ktorych rozwigzania majg zagdang wtasno$c¢ i wyznacza
rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5) stosuje pochodna do badania monotonicznosci funkcii.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
Cele operacyjne:

Uczen:

 definiuje pojecie maksimum lokalnego (wtasciwego/niewlasciwego) funkci;
 definiuje pojecie minimum lokalnego (wlasciwego/niewtasciwego) funkcij;
 szkicuje przyktady funkciji posiadajacych ekstrema lokalne;



» opisuje warunek konieczny istnienia ekstremum funkciji.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
 dyskusja panelowa;
o dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami z poprzednich lekcji dotyczacymi
monotonicznosci funkciji i jej miejsc zerowych.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcji o temacie: “Warunek konieczny istnienia
ekstremum”.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajq sie
z informacjami z sekc;ji ,Przeczytaj’. Analizuja przedstawione przyklady i notujg pytania.
Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie
z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.



2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w sekcji “Prezentacja
multimedialna” Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawity sie po
zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie polecenia nr 2-3 z sekcji “Prezentacja multimedialna”
Nastepnie nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajac ewentualne watpliwosci.

4. Uczniowie wykonuja wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 3-5 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z dziatu ,,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
» Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

» Monotonicznos¢ funkcji
» Monotonicznos¢ funkcji

Wskazowki metodyczne:

Prezentacje multimedialng mozna wykorzysta¢ do powtorzenia materialu o wyznaczaniu
przedzialow monotonicznosci funkcij.
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