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Wielokaty foremne

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Mowiac o konstrukcjach ,platonskich” klasycznych lub krotko o konstrukcjach
geometrycznych, mamy na mysli operacje rysowania linii i kreslenia okregow przy uzyciu
wytacznie cyrkla i liniatu tzn. linijki bez podzialki. Przez wiele lat konstrukcije
geometryczne stanowily niezmiernie wazny dzial matematyki i byly podstawg dziatan wielu
pokolen inzynierow i konstruktorow. Dzisiaj inzynierowie wykorzystujg raczej graficzne
programy komputerowe do projektowania, a o samych konstrukcjach, dowodach ich
poprawnosci, czy analizie rozwigzan takich probleméw czyta sie tylko w starych
podrecznikach, literaturze popularnonaukowej czy historyczne;j.

Z konstrukcjami geometrycznymi zwigzane sg trzy wielkie problemy starozytne;j
matematyki greckiej, sformutowane przezfilozofow (matematykow) tzw. szkoty
pitagorejskiej: problem ,trysekciji kata”, ,kwadratury kota”, czy wreszcie ,podwojenia
szeScianu” (,problem delijski”). W potocznym jezyku dosy¢ czesto pojawia sie frazeologizm
»kwadratura kota” , ktory oznacza zadanie z gory skazane na niepowodzenie — ma swoje
zrodto w problemie polegajagcym na skonstruowaniu kwadratu, ktérego pole rowne jest polu
danegokota, przy uzyciu wylacznie cyrkla oraz linijki bez podziatki.

Problemem zwigzanym z klasycznymi konstrukcjami geometrycznymi, z ktorym czesciej
spotykaja sie wspolczesni adepci matematyki szkolnej, jest mozliwo$¢ skonstruowania
wielokata foremnego. Dopiero w XIX wieku matematyk niemiecki C.F. Gauss podat



kryterium, ktore pozwala wskazac, ktore z wielokatow foremnych mozna skonstruowac za
pomoca cyrkla i liniatu. Odwotat si¢ przy tym do liczb naturalnych postaci Fj, = 22" 41,
gdzie k jest nieujemna liczbg catkowitg (liczby te noszg nazwe liczb Fermata) i udowodnit,
ze n-kat foremny mozna skonstruowac tylko wtedy, gdy n = 2" - p; - pa-. .. pg, gdzie m jest
liczbg naturalng (wraz z zerem), a p; sa roznymi pierwszymi liczbami Fermata lub gdy

n = 2™, gdzie m jest liczbg naturalng nie mniejsza niz 2.

Tym samym jest to mozliwe np. dlan = 3,bo 3 = (220 + 1), dlan = 17,bo
17=2". (222 + 1), czydlan = 16,bo 16 = 24, ale nie jest to mozliwe dlan = 7 czyn = 9.

Twoje cele

e Odkryjesz algorytm konstrukcji n-kata foremnego dla n = 2™.

e Poznasz i uzasadnisz poprawno$c¢ konstrukcji szesciokata foremnego.

» Poznasz konstrukcje pieciokata foremnego.

e Zastosujesz poznane zaleznosci do rozwigzywania probleméw geometrycznych.
» Bedziesz stosowac kryterium Gaussa do badania wykonalno$ci konstrukcji

geometrycznych wielokatow foremnych.



Przeczytaj

Definicja: Wielokat foremny

Wielokgtem foremnym nazywamy taki wielokat, ktorego wszystkie boki majg takg samg
dilugosc¢ i katy wewnetrzne sg przystajagce (maja rowne miary).

Zauwaz, ze mowiac o trojkacie foremnym (rownobocznym) wystarczy zazada¢ rownosci
samych dtugosci bokow lub tylko rownosci miar katow. Ale juz w przypadku czworokatow
foremnych musimy wymagac przystawania zarowno bokow, jak i katow. Romb niebedacy
kwadratem jest przykladem wielokata, ktorego wszystkie boki sg rowne, ale ktory nie jest
foremny. Z kolei prostokat, ktory nie jest kwadratem to przyktad czworokata, ktorego
wszystkie katy sa rowne, a ktory nie jest foremny.

Okazuje sie¢, ze na dowolnym n-kacie foremnym mozna opisa¢ okrag oraz w dowolny n-kat
foremny mozna wpisa¢ okrag. Zalezno$¢ miedzy dtugoscig boku danego wielokata
i dlugos$ciami promieni obu okregdéw opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: o wielokacie foremnym i dwéch okregach: wpisanym i opisanym

Niech dany bedzie wielokat foremny o boku dlugosci a. Niech R bedzie dlugoscia
promienia okregu opisanego na tym wielokgcie, a r niech bedzie dtugoScig promienia
okregu wpisanego w ten wielokat. Wtedy a = 2v R? — r2.

Prosty dowdd zapisanej zaleznoSci wynika bezposrednio z zastosowania twierdzenia
Pitagorasa w trojkacie, ktorego dwoma bokami sa odpowiednie promienie, a trzecim jest
potowa boku danego wielokata (patrz: rysunek).




Okrag wpisany i opisany na wielokacie
Zrédto: Gromar Sp. zo.0,, licencja: CC BY-SA 3.0.

Przejdziemy teraz do klasycznej geometrii z zastosowaniem cyrkla i linijki. Naszym
zadaniem bedzie konstrukcja wybranych n-katéw foremnych speiniajgcych zadane
warunki. W opisywanych przyktadach, w aplecie oraz ¢wiczeniach skupimy si¢ przede
wszystkim na konstrukcjach n-kata, gdy zadana jest dtugosc¢ jego boku lub dtugos¢
promienia okregu opisanego na tym n-kacie.

Przyktad 1

Zauwazmy, ze majac dany n-kat foremny wpisany w okrag mozemy, wykorzystujac
konstrukcje symetralnej odcinka, skonstruowac wielokat foremny o podwojonejliczbie
bokow.

Rozwazmy kwadrat wpisany w okrag taki jak na rysunku i dwie proste, ktore sg
symetralnymi rownoleglych bokow (symetralna boku AB jest jednocze$nie symetralng
boku C'D i podobnie dla bokéw CB i AD).
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Proste te przecinajg dany okrag w czterech punktach. Sprobuj okresli¢, czym s3 te
punkty.

Oczywiscie otrzymane punkty, wraz z punktami A, B, C'i D, sg wierzchotkami
osmiokata. Jest to oSmiokat foremny wpisany w dany okrag (patrz: rysunek ponize;j).

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Jesli teraz poprowadzimy symetralne wszystkich bokoéw otrzymanego o$miokata, to
punkty wspolne tych symetralnych i okregu wyznaczg kolejne wierzchotki szesnastokata



foremnego (patrz: rysunek).

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zauwaz, ze taka operacje mozna prowadzi¢ dowolng ilo$¢ razy, otrzymujgc wielokat
foremny wpisany w dany okrag, ktoéry ma 2™ bokow (dla m > 2) - jedynym
ograniczeniem jest dokltadno$¢ naszych rysunkow (zapewne juz kolejny wielokat o 32
bokach bylby niemal nieodréznialny od szesnastokata, czy od danego okregu).

Analogicznie moglibySmy skonstruowac szesciokat foremny wpisany w dany okrag, majac
wczesniej trojkat rownoboczny, ktory w ten okrag jest wpisany.

Teraz jednak zajmiemy si¢ konstrukcja wybranych wielokatow, gdy dane sg dtugosci ich
bokow. Pominiemy znang doskonale konstrukcje trojkata rownobocznego o danym boku.
Takze konstrukcja kwadratu o boku zadanej dlugosci czy wpisanego w okrag o danym
promieniu, gdy znany jest sposob konstrukcji symetralnej (patrz: lekcja 745), nie powinna

nastreczac trudnosci. Pora wigc na konstrukcje pieciokata i szesciokata foremnego.

Konstrukcja szesSciokata foremnego

Opis konstrukcji sze$ciokata foremnego.

0Od16z na plaszczyznie odcinek o dtugosci a rownej dlugosci boku szes$ciokata.

Wykresl okrag o dowolnym $rodku i promieniu rownym a.

Na otrzymanym okregu zaznacz dowolny punkt i nazwij go, np.: A.

Z punktu A zakre$l luk promieniem rownym a, az do przeciecia z okregiem
(odktadamy cieciwe AB). Nastepnie z punktu B od16z cieciwe BC réwng promieniowi



okregu, nastepnie z punktu C' od16z cigciwe C'D itd. W ten sposéb podzielisz okrag na
6 rownych czesci.
» Polacz kolejne konce cieciw, a otrzymasz szukany szeS$ciokat.

Zauwaz, ze przedstawiona konstrukcja jest konstrukcja szesciokgta foremnego o danym
boku i jednoczesnie konstrukcjg sze$ciokgta wpisanego w okrag o danym promieniu.

W Przykladzie pierwszym, wychodzac od wielokata o danejliczbie bokow, konstruowaliSmy
wielokat, ktorego liczba bokoéw byta dwukrotnie wigksza. Okazuje sig, ze czasami warto
postapi¢ odwrotnie. Jesli bowiem wykreslimy szeSciokat foremny i potaczymy kolejno
odcinkami co drugi jego wierzchotek, to otrzymamy trojkat rownoboczny. Tym samym,
otrzymaliSmy metode konstrukciji trojkata rownobocznego wpisanego w okrag o zadanym
promieniu. Podobng operacje mozna przeprowadzi¢ w przypadku dziesi¢ciokgta

i pieciokata foremnego.

Konstrukcja pieciokata foremnego

Opis konstrukcji pieciokata foremnego wpisanego w okrag o zadanym promieniu.

e Od!6z na plaszczyznie odcinek o dtugosci a rownej dlugosci promienia okregu
opisanego na pieciokacie.

o Wykresl symetralng danego odcinka, w celu wyznaczenia odcinka o dlugosci rowne;j
1,

o Wykresl okrag o dowolnym $rodku i promieniu rownym a i poprowadz dowolng
srednice - Srodek okregu oznacz przez O, konce $rednicy przez A, B.

« Poprowadz symetralna odcinka AB - punkty wspélne otrzymanej prostej z okregiem,
ktore wyznaczaja Srednice prostopadla do AB, oznacz przez C'i D.

e Na érednicy CD od16z (po dowolnej stronie prostej AB) odcinek OF o dlugo$ci rownej
la,

e Poprowadz odcinek EC, na ktorym odt6z odcinek E'F' o dlugosci rowne;j %a -
pozostala czes$¢ odcinka EC), czyli odcinek C'F, jest bokiem dziesieciokata foremnego
wpisanego w ten okrag.

e Z dowolnego punktu okregu, np. z punktu C zakresl tuk promieniem rownym dlugosci
odcinka C'F, az do przeciecia z okregiem (zaznaczysz w ten sposéb konce cieciwy).

Z konca zaznaczonego tuku zakresl ponownie tuk o takim samym promieniu, by
przeciatl sie z okregiem, itd. W ten sposob podzielisz okrag na 10 rownych czesci.

» Polacz kolejne konce cieciw, a otrzymasz dziesigciokat foremny.

e Polacz co drugi z wierzchotkow otrzymanego dziesieciokata, a otrzymasz pieciokat

foremny.



Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Dowod poprawnosci konstrukciji dziesigciokata (pieciokata) foremnego wpisanego w okrag

o danym promieniu wykracza poza wymagania matematyki szkolnej, ale z pewnoscig sama

konstrukcja (mimo rozbudowanego opisu) nie jest skomplikowana. Inaczej rzecz si¢ ma

z konstrukcijg pieciokata o boku zadanej dtugosci. Przygotuj cyrkiel i linijke, a nastepnie

odtworz na kartce opisana nizej konstrukcije.

Przyktad 2

Opis konstrukcji pieciokata foremnego o boku zadanej dlugosci.

Na plaszczyznie narysuj prostg k i odt0z na tej prostej odcinek o dlugosci a réwne;j
dtugosci boku pieciokata - otrzymany odcinek oznacz AB.

Wykre$l okrag O o srodku w punkcie B i promieniu AB.

Przez punkt B poprowadz prostg [ prostopadlg do prostej k - punkty wspoélne
prostejl i okregu oznacz odpowiednio przez P, Ps.

Poprowadz symetralng m odcinka AB - otrzymany $rodek odcinka AB oznacz
przez Q.

Z punktu @ wykresl okrag o promieniu ) P; - otrzymasz dwa punkty wspolne

z prosta k. Oznacz przez R ten z otrzymanych punktow, ktory lezy po przeciwnej
stronie prostej! wzgledem punktu A.

Z punktu A wykresl okrag o promieniu AR - otrzymasz dwa punkty wspolne

z okregiem O i dwa punkty wspolne z prosta m. Rozwazmy te z nich, ktore leza po
tej samej stronie prostej k, co punkt P; i oznaczmy przez C punkt wspoélny

z okregiem O, a przez D punkt wspolny z prostg m.

Wykresl okregi o sSrodkach w punktach A i D - otrzymasz dwa punkty wspolne. Ten
z nich, ktory lezy po tej samej stronie prostejm, co punkt A, oznacz przez E.



| » Polacz kolejno punkty ABCDE, a otrzymasz pieciokat foremny o zadanym boku.

Stownik
wielokat foremny

wielokat, ktorego wszystkie boki majg takg samg dtugosc¢ i katy wewnetrzne sg
przystajgce (maja rowne miary)



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Wybierz szesciokat, a nastepnie kolejno zaznacz opisy etapow (ETAP 1,
pozniej ETAP 2, itd., az do ETAP 7). Obserwuj operacje, jakie wykonuje program. W notatniku
opisz dziatanie i jego wynik. Po wcisnieciu znacznika ETAP 7 i opisaniu zaobserwowanego
dziatania i jego wyniku spréobuj odtworzy¢ konstrukcje tylko na podstawie swoich notatek.
Obserwuj, jaka jest relacja miedzy dtugoscia promienia okregu i dtugoscig boku wielokata.

W razie potrzeby jeszcze raz uruchom aplet.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D1Zj0Epyl
Polecenie 2

Po zrealizowaniu ETAPU 7 i wykresleniu szesciokata wpisanego w dany okrag zaproponuj
konstrukcje trojkata rownobocznego wpisanego w ten okrag. Po wykonaniu konstrukcji
trojkata (albo, gdy nie masz pomystu jak ja wykonac) wciénij znacznik TROJKAT i obserwu;j

zaproponowany sposob konstrukciji.


https://zpe.gov.pl/a/D1Zj0Epyl

Polecenie 3

Uruchom ponownie aplet. Wybierz pieciokat, a nastepnie kolejno zaznacz opisy etapéw (ETAP
1, pézniej ETAP 2, itd., az do ETAP 8). Obserwuj operacje, jakie wykonuje program.

W notatniku opisz dziatanie wykonywane w kolejnych etapach i ich wynik. Po wciénieciu
znacznika ETAP 8 i jego opisaniu sprobuj odtworzy¢ konstrukcje tylko na podstawie swoich
notatek. W razie potrzeby jeszcze raz uruchom aplet.

Polecenie 4

Po zrealizowaniu ETAPU 8 i wykresleniu dziesieciokata wpisanego w dany okrag zaproponuj
konstrukcje pieciokata foremnego wpisanego w ten okrag. Wcisnij znacznik PIECIOKAT
i poréwnaj swoje propozycje i konstrukcje zaproponowang w aplecie.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dopasuj stwierdzenie do danej liczby.

Jest liczbg pierwsza i jest najmniejsza

. 258
liczbg Fermata.
Jest liczbg pierwszg i jest liczbg Fermata 3
(ale nie najmniejsza).
Nie jest liczba pierwsza i nie jest liczba
67
Fermata.
Jest liczbg pierwsza (ale nie najmniejsza) 9
i nie jest liczbg Fermata.
Jest najmniejsza liczbg pierwsza i nie 5

jest liczbg Fermata.

Cwiczenie 2

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() Kazda liczba postaci 2™, dlam > 0 jest liczbg Fermata.

() Kazda liczba Fermata jest liczbg pierwsza.

() Istnieje nieskoriczenie wiele liczb Fermata.

() Istnieje nieskorczenie wiele parzystych liczb Fermata.




Cwiczenie 3

Dwudziestokat foremny mozna skonstruowac za pomocga cyrkla i liniatu. Zapisane ponizej
rownosci sg prawdziwe, ale tylko jedna z nich pozwala wnioskowac o wykonalnos$ci takiej
konstrukcji, na podstawie kryterium Gaussa. Wskaz te réwnosc.

O 20=2%+22.1

O 20=2%+(2?)

O 20=2%-(22+1)

O 20=2-(22+2"-1)
Cwiczenie 4

Wsrod podanych nizej n-katéw foremnych tylko jednego nie da sie skonstruowac
klasycznymi metodami za pomoca cyrkla i liniatu. Wskaz liczbe n-jego bokdéw.

O 513
(O 514
O 68

O 51



Cwiczenie 5

Wybierz zdania prawdziwe. Wielokat foremny mozna skonstruowac za pomocg cyrkla
i liniatu, jesli liczba n jego bokéw jest rowna:

(] n=14.

(] n=16.

(] n=13.

(] n=15.

Cwiczenie 6

Przeprowadz konstrukcje dwunastokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu a.

Cwiczenie 7

Przeprowadz konstrukcje kwadratu wpisanego w okrag o promieniu a.

Cwiczenie 8

Przeprowadz konstrukcje kwadratu opisanego na okregu o promieniu a.

Cwiczenie 9

Oblicz réznice pol szesciokata foremnego i trojkata réwnobocznego wpisanych w okrag
o promieniu 1.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: Wielokaty foremne.

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa

VIIIL Planimetria

Uczen

3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;

4) korzysta z wtasnosci katoéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje i poprawnie nazywa n - katy foremne

 stosuje podstawowe konstrukcje geometryczne do rozwigzywania problemow

o odkrywa algorytm konstrukcji wielokatow foremnych o podwojonejliczbie bokow na
podstawie danego n - kata foremnego

» rozpoznaje liczby Fermata i bada, czy dane liczba jest liczbg Fermata

e bada, czy dany n - kat foremny mozna skonstruowac za pomoca cyrkla i linijki

Strategie i metody nauczania:
o konstruktywizm.

o dyskusja



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy zajeé:

o pracaindywidualna

e pracaw grupach

» praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiej w pracownia komputerowa. Lekcje te mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Uczniowie wspolnie zastanawiajg sie, z czym kojarzy im sie frazeologizm ,kwadratura
kota”. Nauczyciel wspomina o trzech klasycznych problemach geometrycznych starozytnej
Grecii.

2. Nauczyciel prosi o scharakteryzowanie pojecia wielokata foremnego.

3. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia liczby pierwszeji ztozone;.
Wprowadza pojecie liczby Fermata i wspolnie z uczniami uzasadnia, ze liczba 17 jest liczbg
pierwsza Fermata. Prosi o zbadanie, czy liczby 3, 5, 7 s3 liczbami pierwszymi Fermata.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel precyzuje pojecie wielokgta foremnego. Uczniowie na przyktadach pokazuja,
ze nie kazdy wielokat, ktory ma rowne boki jest foremny. Uczniowie dyskutujg, czy rownos¢
katow jest wystarczajaca dla stwierdzenia, czy dany wielokat jest foremny.

2. Uczniowie majg za zadanie odkry¢ zalezno$¢ miedzy dlugoscia boku wielokata

i dlugos$ciami promieni okregow opisanego i wpisanego w ten wielokat. W tym celu
nauczyciel rysuje trojkat rownoboczny lub kwadrat oraz okregi opisany i wpisany

w wybrany wielokat. Nastepnie oznacza literami R i r promienie tych okregdéw. Uczniowie
zapisujg zalezno$¢, a nastepnie uogolniajg zastosowany model rozwigzania na przypadek
ogolny i formutuja twierdzenie.

3. Uczniowie, pracujac w grupach, zastanawiajg sie nad konstrukcja oémiokata foremnego,
gdy dany jest kwadrat wpisany w okrag. Znaleziony algorytm stosujg do konstrukcii



wielokata, ktorego liczba bokéw da sie opisa¢ wzorem n = 2™, gdzie m jest liczba naturalna
nie mniejsza niz 2.

4. Uczniowie, pracujac w grupach, wykorzystujg aplet geogebry Konstrukcje wielokgtow
foremnych. Nauczyciel steruje praca w parach, tak by w trakcie wykonywania ¢wiczen
zuzyciem apletu samodzielnie sformutowali opis konstrukecji, ktory bedzie mozliwy do
wykorzystania przez innych. Wazne jest, by w omawianych konstrukcjach dostrzec
mozliwo$¢ wnioskowania o innych wielokgtach, niz te ktorych bezposrednio dotyczy aplet
(np. konstrukcija tréjkgta rownobocznego, majgc dany szesciokat foremny, czy kwadratu,
majgc dany o$miokat, itd.).

5. Uczniowie realizujgc polecenie opisane w Przykladzie 2. doskonalg umiejetno$¢ pracy
z tekstem matematycznym i intuicje geometryczng dotyczacg obiektéw symetrycznych
wzgledem proste;j.

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.
Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekciji.

2. Nauczyciel wskazuje, ze czgsto rozwigzanie problemu, ktory pozornie nie jest zwigzany
z geometrig, daje si¢ opisa¢ prostym modelem geometrycznym i odwrotnie.

Praca domowa

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcij.

Materialy pomocnicze:
Symetralna odcinka
Wskazowki metodyczne opisujace rézne zastosowania multimedium:

Aplet geogebry Konstrukcje wielokatow foremnych mozna uzy¢ do przypomnienia
konstrukcji symetralne;.
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