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Przyktady ciagéw zbieznych

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

We wczesniejszych tematach dowiedzieliSmy si¢ czym jest granica ciggu oraz jaki jest jej
zwiazek ze zbieznoS$cig ciggu. PoznaliSmy tez przykladowe ciagi zbiezne. W tym temacie
przedstawimy kolejne przyktady ciggow, ktore posiadajg granice skonczong, czyli sa
zbiezne a takze postaramy sie, korzystajac z definicji granicy ciggu, uzasadnic¢ ich
zbiezno$¢.

Twoje cele

e Poznasz rozne przyklady ciagow zbieznych.
e Obliczysz granice wybranych ciggéow zbieznych.

» Uzasadnisz, korzystajgc z definicji, zbiezno$¢ wybranych ciggow.



Przeczytaj

We weczesniejszych tematach poznaliSmy pojecie granicy ciggu oraz dowiedzieliSmy sie,
miedzy innymi ze
lim 1 =0.
n—+oo M
Poznamy teraz przyktady innych ciggow zbieznych.
Przyktad 1

Niech a, = 3, n € N. Jest to cigg staly, ktorego kazdy wyraz jest rowny 3. Granica ciggu
stalego jest jego stata wartoS¢, czyli w naszym przykiadzie

lim 3 = 3.

n—-+00
Istotnie, sprawdzmy czy spetniona jest definicja granicy ciggu. Poniewaz
la, —3|=3-3|=0

wiec warunek |a,, — g| < € jest zawsze spetniony dla kazdej dodatniejliczby .
Przyktad 2

Niech b, c d € R beda danymi liczbami rzeczywistymi, przy czym c¢ # 0. Rozwazmy ciag

a, = n € N. Cigg ten dla wszystkich liczb rzeczywistych b, ¢, d € R, (¢ # 0) jest

cn+d ’
zbiezny do zera, co mozna zapisa¢ symbolicznie

_b
n1—1>I—I}—1c>o entd T 0.

Zauwazmy, ze dlab =1, c = 1, d = 0 cigg ten jest rbwny poznanemu juz ciagowi a,, = %

Przyktad 3

Rozwazmy ciag a,, = n € N. Wypiszmy kilka poczatkowych wyrazow tego ciggu

n+1’
1 1 3 2 19
ail :1,012:13,0,3:17,0/4: 13,a5:1§,...,a20: 1ﬁ

Widzimy, ze kolejne wyrazy ciagu a, sa coraz blizsze liczbie 2. Mozemy stad wysnuc
przypuszczenie, ze granicg tego ciagu jest liczba 2, czyli

lim == = 2.
n—-+o0o n—|—1

Sprobujmy wykaza¢ powyzszg rownosc¢, korzystajac z definicji granicy ciggu. W tym celu
obliczymy warto$¢ wyrazenia |a,, — g|, ktore pojawia sie w definicji granicy. Mamy

2(n+1) | _ | —2 2

o 2‘ ‘ n+1 n+1 I ntl n+l -

‘ g‘ n+1
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Poniewaz ciag a,, = niﬂ jest zbiezny do 0 (podobnie jak cigg a,, = =) wiec z definicji

granicy ciggu dla dowolnejliczby € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla kazde;j
liczby naturalnejn > N zachodzi nierownos¢ n% < e. Stad

la, —g| = 25 <e.

To dowodzi, ze lim 2% = 2.

n=-+too N+l
Przyktad 4

Rozwazmy ciag an, = SZI; ,n € N, gdzieb, ¢, d, f € R,d # 0. W podobny sposéb jak

w przykladzie 3. mozna wykazac, ze

Przyjmujac np. b = 2,¢c = 0,d = 3, f = —1 otrzymujemy ciag a,, = 32—:, ktorego granica

jest rowna % W jednym z kolejnych tematow poznamy sposob na obliczanie granic tego

typu ciggow.
Przyktad 5

Rozwazmy cigg a, = (—1)" - . Ciag ten podobnie jak cigg a, = L jest zbiezny do zera.
W odroéznieniu od niego przyjmuje rowniez wartosci ujemne. Interpretacije
geometryczng tego ciggu przedstawia ponizszy rysunek.
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Widzimy, ze w odroznieniu od wczesniej poznanych ciggow, ktorych prawie wszystkie
wyrazy nalezaty tylko do prawo- lub lewostronnego sgsiedztwa jego granicy, prawie
wszystkie wyrazy ciggu a, = (—1)" - L nalezg zaréwno do lewo- jaki i prawostronnego
sgsiedztwa zera.

Przyktad 6

Niech dany bedzie cigg a, = (%)n, n € N.Jest to cigg geometryczny o ilorazie rownym

%. Fatwo widac, ze jest on zbiezny do zera (liczniki sg zawsze rowne jeden, natomiast
mianowniki sg coraz wigksze i zawsze dodatnie). Ilustruje to ponizszy rysunek.
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Okazuje sie, ze w ogdlnym przypadku cigg geometryczny a,, = ¢", n € N, jest zbiezny do
zera wtedy i tylko wtedy, gdy |g| < 1. Mozemy to zapisa¢ symbolicznie w nastepujacy
Sposob

lim ¢"=0<« g <1

n—-+0o0o

Przyktad 7

Ponizej podane s3 granice jeszcze kilku waznych ciggow.

e lim /n=1;

n—-+oo
lim Ya=1,a€ R, a>0;
 Jim Ya=1a€eR a>0;

o jesli n1_1>r+noo an =a > 0,to n1_1>r+noo an = 1.

Pierwszg z podanych granic uzasadnimy w temacie posSwieconym twierdzeniu o trzech
ciggach.
Dla zainteresowanych

Wazna role w matematyce odgrywa cigg
a, = (1+%)2,nEN.

Jest to cigg zbiezny a jego granica jest jedna z najwazniejszych statych matematycznych.
Wypiszmy niektore jego wyrazy.

ai=(1+1)"=2
a=(1+4)" =2,25
a3 = (1+4)° ~ 2,37
arg = (1+ )" ~ 2,59

a0 = (1+ 5 ) ~ 2,705

200
asoo = (1+ 135)" =~ 2,716
2500

Jak widac¢ cigg ten jest zbiezny do liczby, ktora w przybliZeniu jest rowna 2, 7. Liczba ta
oznaczana jest literg e i jest ona liczba niewymierna. Jest ona w przyblizeniu rowna

e= lim (1+1)"~2,71828...

n—-+o0o

Stowniczek
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granica ciggu

liczba rzeczywista g taka, ze dla dowolnejliczby dodatniej € istnieje liczba naturalna NV
taka, ze dla kazdejliczby naturalnejn > N zachodzi |a, — g| < €
sasiedztwo lewostronne

przedziat (zg — €, zy) dla pewnejliczbye > 0
sasiedztwo prawostronne

przedziat (zg, zg + €) dla pewnejliczbye > 0



Animacja

Polecenie 1

Ponizej przedstawiona jest animacja, ktéra pokazuje sposéb na obliczenie granicy

lim <a
n—-+0o0o \/_’

gdzie a jest dowolng dodatnig liczbg rzeczywista. Zapoznaj sie z kolejnymi etapami obliczania
tej granicy a nastepnie wykonaj umieszczone ponizej polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRgTypDO3

W filmie przedstawiono tresci dotyczace przykltadow ciggéow zbieznych.

Polecenie 2

Dany jest ciag a,, = /64.

Oblicz aq, as, as, a4, ag, a12. Zapisz wyniki w postaci dziesietne;j.
Polecenie 3

Korzystajac z kalkulatora, znajdz najmniejszg liczbe naturalng N taka, ze ay < 1.1, jesli ciag

an dany jest wzorem a,, = v/ 64.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyktady ciggoéw zbieznych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VI. Ciaggi. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 1) oblicza granice ciggdéw, korzystajac z granic ciggdéw typu 1n, an oraz
twierdzen o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggéw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Poznasz rozne przyktady ciggow zbieznych.
» Obliczysz granice wybranych ciggow zbieznych.
» Uzasadnisz, korzystajgc z definicji, zbiezno$¢ wybranych ciggow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem medium bazowego i ¢wiczen interaktywnych.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach.



Srodki dydaktyczne:

komputery z gltosnikami i dostepem do internetu, stuchawki, kalkulator;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

duze arkusze papieru, flamastry dla kazdej grupy.
Przebieg zajeé:
Faza wstepna

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub ucznioéw o przedstawienie sytuacij
problemowej zwigzanej z tematem lekcji.

Faza realizacyjna

1. Nauczyciel zapisuje na tablicy przyktadowe ciggi zbiezne i prosi uczniow aby
w grupach sprobowali odgadngc jaka jest ich granica. Uczniowie do pomocy mogg
wykorzysta¢ komputery lub kalkulatory w celu obliczenia wybranych elementow
ciagow.

2. Nauczyciel dzieli uczniéw na grupy. Kazda grupa losuje liczbe naturalng a i przy uzyciu
kalkulatora oblicza kolejne wyrazy ciggu {/a. Grupy poroéwnujg uzyskane wyniki
i wyciagaja wnioski na temat granicy ciggu {/a.

3. Uczniowie ogladaja animacj¢ opisujacg granice ciggow. Na jej podstawie wykonujag
Polecenia 21i 3.

4. Nauczyciel dzieli uczniow na dwie grupy, Uczniowie z grupy pierwszej rozwiazuja
¢wiczenia interaktywne: 1, 3, 5, 7 a z grupy drugiej: 2, 4, 6, 8. Nastepnie w grupach
omawiajg trudnosci w rozwigzywanych ¢wiczeniach. Wybrani uczniowie z kazdej
z grup wskazujg ¢wiczenie, ktoére uwazaja za najtrudniejsze i uzasadniaja wybor grupy

Faza podsumowujgca

« Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa

Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zrobili na lekciji.
Materialy pomocnicze:

GeoGebra - wizualizacje oraz materialy wspierajgce nauke matematyki.

Wskazowki metodyczne opisujace rozne zastosowania multimedium:



Uczniowie mogg przeanalizowac tres¢ animaciji jako prace witasng przed lekcja lub po niej,
jako podsumowanie.



