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Zrodto: dostepny w internecie: Gerd Altmann z Pixabay, domena publiczna.

O prawdziwosci naszych przypuszczen najtatwiej jest przekona¢ samego siebie. Trudniej
jest przekonac przyjaciela. Najtrudniej jest przekona¢ wroga. Tak wiec ostateczna wersja
dowodu powinna by¢ jasna i nie moze zawierac¢ luk w rozumowaniu. Aby taki dowod
utworzy¢, warto myslec¢ o tym, kto bedzie go czytat jako o osobie, ktora bedzie
kwestionowac kazdy z przedstawionych przez Ciebie krokow. Musisz wiec tak tworzy¢
dowody twierdzen, aby byta w nich jasna odpowiedz na kazde pytanie ,dlaczego?”, ktore
kto$ inny moglby postawic.

Tak wiec przygotuj si¢ na bardzo wnikliwg prace podczas dowodzenia twierdzen, ale zanim
zaczniesz jg wykonywac, musisz dobrze zrozumiec¢ samg istote twierdzen i logiczna
podbudowe procesu ich dowodzenia.

Tresci zawarte w tym materiale s3 nadobowigzkowe, wiec jesli nie interesuje Cig ta
tematyka, mozesz po prostu material pomingc.

Twoje cele

Zastosujesz prawo kontrapozycji w dowodzeniu twierdzen.
Wykorzystasz kwantyfikatory w dowodach twierdzen.
Zbudujesz twierdzenia odwrotne do danych.

Zapiszesz twierdzenia w postaci kontrapozycii.
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o Zapiszesz twierdzenia przy pomocy kwantyfikatorow.



Przeczytaj

Twierdzenia najcze¢sSciej zapisywane sg w postaci implikacji. Implikacja p = ¢ nie jest
rownowazna implikacji ¢ = p. Stad wynika, ze nie nalezy myli¢ tezy i zalozenia, poniewaz
udowodnienie prawdziwosci implikacji ¢ = p nie oznacza udowodnienia naszego
wyjsciowego twierdzenia p = q. Innymi stowy udowodnienie twierdzenia odwrotnego nie
oznacza udowodnienia twierdzenia wyjsciowego.

Istnieje jednak prawo, ktore umozliwia nam przeprowadzenie dowodu w troche inny
sposob niz skorzystanie na poczatku z zalozenia i — drogg kolejnych krokow - dotarcie do
tezy. Czasami zdarza si¢ tak, ze nie umiemy zacza¢ przeksztalca¢ zatozenia, czyli zaczac
naszego rozumowania, ktore powinno doprowadzi¢ nas do tezy.

Wtedy mozemy skorzystac¢ z prawa kontrapozycii:

(p=q) < (-¢= -p)
Jak nalezy je rozumiec¢? Otoz implikacja
,Z zatozenia wynika teza”
jest rownowazna implikacji
,Z Zaprzeczenia tezy wynika zaprzeczenie zatozenia”.

Oznacza to, ze jezeli udowodnimy twierdzenie zapisane w formie kontrapozycji ~q¢ = ~p,
to udowodnimy twierdzenie zapisane w postaci implikacji p = q.

Sprawdzimy prawdziwos¢ prawa kontrapozycji. Przeanalizujemy tabele wartosci
logicznych, zwracajac uwage na zawarto$S¢ wyroznionych kolumn:

Wartos¢ Wartos¢ . Wartos¢ Warto§¢  Wartos$¢ logiczna
) ) Wartos¢ logiczna ) . T
logiczna logiczna .. logiczna logiczna implikacji
. . implikacjip = ¢q ) .
zdania p zdania q zdania ~p zdania ~q =] = 1)
1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1
Przyktad 1

Rozwazmy twierdzenie (nie probujemy go udowodnic):

Jesli dla n naturalnego /7 jest liczba wymierna, to n = k? dla pewnejliczby catkowite;j .



javascript:void(0);

Wyodrebnijmy zatazenie i teze, a nastepnie zbudujmy zaprzeczenie zalozenia,
zaprzeczenie tezy, zapiszmy twierdzenie odwrotne do danego i twierdzenie w formie
kontrapozycii.

Rozwigzanie:
Twierdzenie to mozemy przeczyta¢ nastepujaco:

Jedli dla n naturalnego +/n jest liczbg wymierng, to n jest kwadratem pewnejliczby
catkowitej k.

Zalozenie: Pierwiastek z liczby naturalnejn jest liczbg wymierna.

Zaprzeczenie zalozenia: Pierwiastek z liczby naturalnejn nie jest liczbg wymierng - lub
inne brzmienie: Pierwiastek z liczby naturalnej n jest liczbg niewymierna.

Teza: Liczba n jest kwadratem pewnej liczby catkowitej k.

Zaprzeczenie tezy: Liczba n nie jest jest kwadratem zadnejliczby catkowitej k - lub inne
brzmienie: Nie istnieje taka liczba calkowita &, Ze n jest jej kwadratem.

Twierdzenie odwrotne:
Jezeli n jest kwadratem pewnejliczby catkowitej k, to 4/n jest liczbg wymierna.
Twierdzenie w postaci kontrapozycji:

Jezeli liczba m nie jest jest kwadratem zadnejliczby catkowitej k, to 4/n jest liczbg
niewymierna.

Uwaga: W przypadku zapisywania twierdzenia w formie kontrapozyciji trzeba bardzo

uwaznie budowac negacje zatozenia i tezy — nie zawsze jest to fatwe.

W powyzszym przykladzie zostaly uzyte zwroty ,,zadnej’, ,nie istnieje”. Sg one zwigzane
z pojeciem kwantyfikatora.

Kwantyfikatory znacznie utatwiajg i skracajg zapisywanie form zdaniowych. Po uzyciu
kwantyfikatora i okresleniu zbioru jego dziatania, forma zdaniowa staje si¢ zdaniem
prawdziwym lub falszywym. Wiele twierdzen mozna zapisac z uzyciem kwantyfikatorow.

Kwantyfikatorami nazywamy zwroty: dla kazdego i istnieje takie.
Istnieja dwa rodzaje kwantyfikatorow: kwantyfikator ogolny i kwantyfikator szczegotowy.

Kwantyfikator ogélny oznaczamy symbolem V i czytamy: dla kazdego .
T

Kwantyfikator szczegolowy oznaczamy symbolem 3 i czytamy: istnieje takie x.
X
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Uwaga!

W niektorych starszych polskich ksigzkach kwantyfikator ogélny jest oznaczany przez A\
T
(,dla kazdego z ..”), a kwantyfikator szczegolowy przez V (,istnieje takie x, ze ..).
T

Oznaczenia kwantyfikatoréw V i 3 s3 miedzynarodowe i pochodzg z jezyka angielskiego:
v od All (wszystkie), 3 od Exists (istnieje). Takie wtasnie oznaczenia sa wspolczesnie
uzywane.

Przyktad 2

Rozwazmy zapis z uzyciem kwantyfikatora ogolnego: VRJJ2 > 01 zapis z uzyciem
Te

kwantyfikatora szczegotowego: HRJ}z = 0. Jak przeczytamy te zdania? Jaka jest ich
TE

wartos$¢ logiczna?
Rozwigzanie:

Zdanie vaZ > 0 czytamy: Dla kazdej liczby rzeczywistej 2 wyrazenie z? jest nieujemne.
e

Jest to zdanie prawdziwe - wyraza ono jeden z najbardziej znanych faktow

matematycznych.

Zapis z uzyciem kwantyfikatora szczegotowego: HRxZ = 0 czytamy: Istnieje taka liczba
HAS]

rzeczywista z, ze wyrazenie £? ma wartoé¢ 0. Jest to zdanie prawdziwe - dlaz = 0
zachodzi wlasnie taka rownosc.

Nie wszystkie zdania zapisane przy pomocy kwantyfikatorow sg prawdziwe.

Przyktad 3

Jaka wartoé¢ logiczng majg zdania: V 22 > 0i 3 2? < 0?
zeR zeR

Rozwigzanie:

Zdania VR:C2 > 01 HRazz < 0 sg zdaniami fatszywymi. Aby stwierdzi¢, ze zdanie
HAS e

z kwantyfikatorem og6lnym jest falszywe, wystarczy poda¢ kontrprzyklad, czyli przyktad
takiej liczby rzeczywistej x, dla ktorej dana zalezno$¢ nie zachodzi. W naszym
przyktadzie takim kontrprzykladem jest x = 0. Natomiast w przyktadzie

z kwantyfikatorem szczegotowym sytuacja jest bardziej skomplikowana. Aby pokazac, ze
nie istnieje liczba, ktora spetnia dany warunek, nalezatoby pokazac, ze zadna liczba

z rozwazanego zbioru nie spetnia danego warunku.

I tutaj dochodzimy do budowania negaciji zdan z kwantyfikatorami. Umiejetno$¢ budowania
negaciji zdan logicznych jest bardzo wazna gléwnie przy podawaniu kontrprzyktadow.
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Jak Ci si¢ wydaje, co to znaczy zanegowac zdanie z kwantyfikatorem ogélnym?
A z kwantyfikatorem szczegotowym?

Przyktad 4

Rozwazmy zdanie: Modut kazdejliczby rzeczywistej jest nieujemny. Jak zapiszemy to
zdanie przy pomocy kwantyfikatora? Zbudujmy zaprzeczenie tego zdania.

Rozwigzanie:

Przy pomocy kwantyfikatora zadanie to zapiszemy w sposob nastgpujacy: VRM = 0.
HAS

Zaprzeczenie (negacja) zdania: Istnieje taka liczba rzeczywista, ktorejmodut jest ujemny.

Przy pomocy kwantyfikatora zapiszemy: HR\x\ < 0.
HAS

Takich przykladow mozna zbudowac wiele i zawsze zauwazymy, ze w zaprzeczeniu zdania
z kwantyfikatorem og6lnym wystepuje kwantyfikator szczegotowy i zaprzeczenie formuty
zdaniowej wystepujacej w zapisanym zdaniu.

Przyktad 5

Rozwazmy zdanie: Istnieje taka liczba rzeczywista, ktorej modut jest liczbg ujemna. Jak
zapiszemy to zdanie przy pomocy kwantyfikatora? Zbudujmy zaprzeczenie tego zdania.

Rozwiazanie:

Przy pomocy kwantyfikatora zapiszemy: EIR\Q:\ < 0.
HAS

Zaprzeczenie (negacja) zdania: Nie istnieje taka liczba rzeczywista, ktorej modut jest
liczbg ujemna. Inaczej: Modut kazdejliczby rzeczywistej jest nieujemny.

Przy pomocy kwantyfikatora zapiszemy: VR\cc\ > 0.
HAS
Zauwazmy, ze W zaprzeczeniu zdania z kwantyfikatorem szczegotowym wystepuje

kwantyfikator ogolny i zaprzeczenie formuty zdaniowej wystepujacej w zapisanym
zdaniu.

Nalezy podkresli¢, ze w wielu twierdzeniach nie pojawia sie znak kwantyfikatora w zapisie,
ale brzmienie twierdzenia (,wykaz, ze dla dowolnejliczby ...”, ,znajdz taka liczbe, ze ...”)
zawiera samg ,ide¢” kwantyfikatora ogélnego lub szczegdtowego. Dlatego tez warto znac
zasady pracy z kwantyfikatorami, aby bezblednie stosowac je tam, gdzie kwantyfikator jest

,ukryty’”.

Zastosujmy nabytg podczas tej lekcji wiedze do pracy z twierdzeniami.

Przyktad 6
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Rozwazmy zadanie:

+1 +1
a 2 a

Wykaz, ze jeSlia > 0, to =5 > 45~

Wyodrebnijmy zatozenie i tez¢ w tym twierdzeniu, zapiszmy twierdzenie do niego
odwrotne, zapiszmy twierdzenie w formie kontrapozyciji oraz zapiszmy je z uzyciem
kwantyfikatorow.

Rozwigzanie:

Zalozenie: a > 0 (a jest liczbg dodatnia)

a’+l a+1
Teza: “atl > 2

Twierdzenie odwrotne:

a+1 a+1
Jesli =5 > 4 toa >0

Twierdzenie w formie kontrapozycji:

a?+1 a+1
a+1 <

Jesli to a < 0 (Uwazamy na nierownosci ostre i nieostre przy negacjach!)

Twierdzenie zapisane przy uzyciu kwantyfikatorow:

2
a“+1 a+1
a\ZO a+1 2 2

Stownik
prawo kontrapozyciji
rownowaznos¢ implikacji prosteji przeciwstawnej, czyli
p=4q) = (-¢=-p)
twierdzenie odwrotne
twierdzenie, w ktorym zalozenie zamieniono z teza wyjsciowego twierdzenia
twierdzenie w postaci kontrapozyciji

dla danego twierdzenia to zdanie orzekajace wynikanie zaprzeczenia zatozenia
z zaprzeczenia tezy

kwantyfikator ogélny

kwantyfikator oznaczajacy, ze dane twierdzenie (funkcja zdaniowa) jest prawdziwe dla

dowolnej warto$ci zmiennej
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kwantyfikator szczegétowy

kwantyfikator oznaczajacy, ze istnieje taka warto$¢ zmiennej, dla ktorej dane twierdzenie
(funkcja zdaniowa) jest prawdziwe

kontrprzyktad

przyktad sytuacji spetniajacejzatozenia, a nie spetniajacej tezy jakiego$ twierdzenia;
podanie kontrprzyktadu obala to twierdzenie



Mapa mysli

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza mapie mysli. Zawiera ona wszystkie wazne pojecia, jakie trzeba znac,
aby dobrze przygotowac sie do dowodzenia danego twierdzenia.

o [bold]twierdzenie[ /]
» twierdzenie odwrotne
» zalozenie
» zaprzeczenie zalozenia
= teza
» zaprzeczenie tezy
» twierdzenie zapisane z uzyciem kwantyfikatora (jesli mozna)
» twierdzenie w formie kontrapozyciji
» moja intuicja: Czy twierdzenie jest prawdziwe?

» jesli nie, to kontrprzyktad



Polecenie 2

Ponizej widzisz czeSciowo wypetniong mape mysli zastosowang do twierdzenia: Jesli dlan
naturalnego y/m jest liczbg wymierna, to n = k? dla pewnej liczby catkowitej k. Uzupetnij
brakujgce miejsca.

o [bold]Zat6zmy, Ze n jest liczba naturalng. Jesli pierwiastek z n jest liczbg wymierng, to
n rowna sie k do kwadratu,gdzie k jest liczbg catkowita.[ /]

twierdzenie odwrotne: ...

» zalozenie: pierwiastek z n jest liczbga wymierng
= zaprzeczenie zalozenia: ...

= teza: n rowna sie k do kwadratu dla pewnejliczby catkowitej k
= zaprzeczenie tezy: ...

= twierdzenie w formie kontrapozycii: ...

» moja intuicja: Czy twierdzenie jest prawdziwe? ...

= jesli nie, to kontrprzyktad



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1
Rozwaz twierdzenie:

"Jedli n3 jest liczba nieparzysta, to n jest liczba nieparzysta."
Wypetnij tabelke przeciggajac do niej odpowiednie wyrazenia.

Zatozenie, Teza, Twierdzenie odwrotne, Zaprzeczenie zatozenia, Zaprzeczenie tezy,
Twierdzenie w formie kontrapozycji, Czy twierdzenie jest prawdziwe (intuicyjnie)?, Nie

Twierdzenie Wyrazenie

Zatozenie

Teza

Twierdzenie odwrotne

Zaprzeczenie zatozenia

Zaprzeczenie tezy

Twierdzenie w formie
kontrapozycji

Czy twierdzenie jest
prawdziwe (intuicyjnie)?




Cwiczenie 2 @)
Przeczytaj kazde z ponizszych zdan i okresl jego wartosé logiczna. Zaznacz, czy zdanie jest
prawdziwe, czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz
Dla kazdej liczby catkowitej
k liczba @ jest liczba O O
catkowitag

Istnieje liczba naturalna n,
dla ktérej 2n +5 =6 O O

Cwiczenie 3

Przeciagnij elementy w odpowiednie miejsca tak, aby powstaty twierdzenia opisane przy
pomocy kwantyfikatoréow.

Dla kazdej liczby rzeczywistej k liczba k% — 2k* + k? jest podzielna przez 36:

________________________________________________________________________________

) (#)[#) (=53] @[5 F)F) A




Cwiczenie 4
,2Suma dowolnych dwéch liczb rzeczywistych jest wieksza od ich réznicy.” Wyodrebnij

zatozenie i teze, nastepnie zapisz twierdzenie w formie kontrapozycji i sformutuj twierdzenie
do niego odwrotne. Co Ci podpowiada intuicja: czy twierdzenie jest prawdziwe?

(] Teza:a+b>a—b.
(] Zatozenie:a +b > a —b.
(] Zatozenie: a i b s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

(] Teza:aibsa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Cwiczenie 5

Wyodrebnij zatozenie i teze, nastepnie zapisz twierdzenie w formie kontrapozycji i sformutu;j
twierdzenie do niego odwrotne. Co Ci podpowiada intuicja: czy twierdzenie jest prawdziwe?

lloczyn dowolnych dwéch liczb naturalnych dodatnich jest nie mniejszy od ich ilorazu.
Cwiczenie 6

Wyodrebnij zatozenie i teze, nastepnie zapisz twierdzenie w formie kontrapozycji i sformutu;j
twierdzenie do niego odwrotne. Co Ci podpowiada intuicja: czy twierdzenie jest prawdziwe?

Dla kazdej liczby naturalnej k liczba k® — 2k* + k2 jest podzielna przez 36.
Cwiczenie 7 @

Wyodrebnij zatozenie i teze, nastepnie zapisz twierdzenie w formie kontrapozycji i sformutu;j
twierdzenie do niego odwrotne. Co Ci podpowiada intuicja: czy twierdzenie jest prawdziwe?

Jesli czworokat jest kwadratem, to jest rombem.



Cwiczenie 8 @

Wyodrebnij zatozenie i teze, nastepnie zapisz twierdzenie w formie kontrapozycji i sformutu;j
twierdzenie do niego odwrotne. Co Ci podpowiada intuicja: czy twierdzenie jest prawdziwe?

Symetralne bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie.



Dla nauczyciela

Autor: Anna Rybak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozumienie twierdzen, przygotowanie do ich dowodzenia

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

II. Wykorzystanie i tworzenie informacii.
2) Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstow matematycznych, w tym do
opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskow.

IV. Rozumowanie i argumentacja.
1) Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéow
uzasadniajagcych poprawnos¢ rozumowania.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I. Liczby rzeczywiste.

Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczgce podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowod podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych,

......

przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne.

Cele operacyjne:

Uczen:



» formutuje prawo kontrapozycij;

« stosuje do zapisu zdan pojecie kwantyfikatora ogolnego i kwantyfikatora
szczegotowego;

e tworzy zaprzeczenia zdan z kwantyfikatorami;

» formutuje twierdzenia odwrotne do danych;

 zapisuje dane twierdzenia w formie kontrapozyci;

e intuicyjnie okresla prawdziwos¢ lub nieprawdziwo$¢ twierdzenia, argumentujac swoje
zdanie - bez dowodzenia.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» metoda problemowa.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;

» praca z tekstem matematycznym;
o dyskusja;

« mapa mysli;

e Cwiczenia.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

 zasoby multimedialne zawarte w e materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

e Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Rozumienie twierdzen, przygotowanie do
ich dowodzenia”, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wspolnie zapoznaja si¢ z prawem kontrapozycji, wykonuja
Cwiczenie 1, a nastepnie analizujg Przyktad 1.
2. Nauczyciel wprowadza pojecia: kwantyfikator ogolny i kwantyfikator szczegotowy.
3. Uczniowie analizujg Przyktady 2.-5. dyskutujac nad poruszonymi w nich
zagadnieniami.



4. Uczniowie pracujg nad Przykladem 6. Najpierw staraja si¢ sami wyodrebni¢ zatozenie
i teze podanego twierdzenia, zapisac je z uzyciem kwantyfikatoréw, w postaci
kontrapozyciji, zapisa¢ twierdzenie odwrotne, a nastepnie w drodze dyskusji omawiajg
Swoje zapisy.

5. Uczniowie analizuja material przedstawiony w sekcji ,Mapa mysli”, a nastepnie
wykonujg Cwiczenie 2. Podsumowuja w formie dyskusji te cze$¢ pracy.

6. Uczniowie wykonujg zadania z sekcji ,Sprawdz sie”: 1. indywidualnie, 2. i 4. razem, 6., 7.
indywidualnie. Nastepnie dyskutuja o rozwigzaniach zadan wykonywanych
indywidualnie, sprawdzajac ich poprawno$¢ i uzasadniajgc swoje decyzje.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania: Co byto w lekcji trudne? Co byto w lekcii
interesujace? Co chcielibys$cie zmienic¢, gdyby lekcja miata by¢ przeprowadzona jeszcze
raz? Jeszcze raz krotko odnosi sie do elementow wskazanych jako trudne, komentuje
propozycje zmian w lekciji.

2. Uczniowie krotko podsumowuja swoje osiggni¢cia, rozwijajgc zdanie: Na dzisiejszych
zajeciach zaciekawito mnie ...

Praca domowa:

» Uczniowie wykonuja zadania 3., 5. i 8. z sekcji ,,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

o Comoéwig pytania?
Wskazowki metodyczne:

o Podczas tejlekcji gtlowna uwage zwracamy na ksztalcenie umiejetnosci zapisywania
twierdzen odwrotnych do danych i zapisywanie twierdzen w postaci kontrapozycii.

» Nalezy ponownie zwroci¢ baczng uwage na wyodrebnianie zatozenia i tezy
w twierdzeniach sformutowanych w postaci innej niz implikacja (zadania 4.-8. z sekcji
Sprawdz sig).

e Przybudowaniu twierdzen odwrotnych do rozpatrywanych nalezy przedyskutowac
z uczniami kwestie prawdziwosci twierdzenia wyjSciowego i twierdzenia odwrotnego.
Nalezy zwroci¢ uwage uczniow na te przypadki, gdy twierdzenie odwrotne nie jest
prawdziwe, poniewaz to moze pozniej ustrzec uczniow przed zamiang zalozenia i tezy
przy dowodzeniu twierdzenia.

e Zapisywanie twierdzen w postaci kontrapozycji ma uczniow przygotowac do
dowodzenia metodg nie wprost. Nalezy tutaj zwréci¢ baczng uwage na prawidtowe
budowanie negacji zatozenia i tezy, zwtaszcza jesli w twierdzeniu mamy do czynienia
z nierébwno$ciami - w negacjach uczniowie czesto nie zwracajg uwagi na to, czy


https://epodreczniki.pl/b/co-mowia-pytania/Ps3XWz8jq

nierownos¢ powinna by¢ ostra czy nieostra. Podobnie jest z domknietoScig
przedziatow.

e Znajomo$¢ kwantyfikatorow jest ponadprogramowa, ale dobrze przygotowuje do pracy
z kontrprzyktadami.

e Mape mysli mozna wykorzysta¢ np. na zajeciach poswieconych dowodom
geometrycznym.



