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Zrddto: dostepny w internecie: Amanda Elizabeth z Pixabay, domena publicz

Pek okregow o réwnaniu (1 + k)z? + (1 + k)y? + (2 — 4k)z — 6y — 1 + 2k = 0.
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Twierdzenie Monge’a

Twierdzenie Monge’a to twierdzenie geometrii mowiace, ze dla dowolnych trzech parami
roztacznych okregow, punkty przeciec¢ trzech par prostych stycznych zewnetrznie do

odpowiednich par okregdéw sa wspotliniowe. Problem zostal postawiony przez d’Alemberta
oraz udowodniony przez Gasparda Monge’a w 1798 roku.

W tym materiale przyblizymy informacje dotyczgce okregow roztgcznych.

Twoje cele

e Rozpoznasz okregi rozigczne zewnetrznie i wewnetrznie.

o Zastosujesz twierdzenia o wzajemnym potozeniu dwoch okregow.

» Zastosujesz poznane wiadomosci i umiejetnosci do rozwigzywania zadan z geometrii
analityczne;j.




Przeczytaj

Rozwazmy dwa okregi: okrag o $rodku w punkcie O; = (aq, by) i promieniu r; oraz okrag
o $rodku w punkcie Oy = (az, by) i promieniu dlugosci ro. Okregi te na ptaszczyznie moga
nie mie¢ punktow wspolnych - nazywamy je roztgcznymi.

Okregi sg roztaczne zewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ srodkow okregow jest
wieksza niz suma dtugosci ich promieni:

|0105| > 71 + 19

Okregi sg roztaczne wewnetrznie wtedy i tylko wtedy, gdy odlegtos¢ srodkow okregow jest
mniejsza niz réznica dtugosci ich promieni:

0< ‘0102’ < |7"1 — Ty



Szczegolnym przypadkiem okregow roztagcznych o réznych promieniach s3 okregi
wspotsrodkowe:

|0102] =0
Przyktad 1

Okreslimy wzajemne potozenie okregow: o1(O1, 1) i 02(O2, 79),jesli |O105] = 1,71 = 3
, o — 5.

Rozwigzanie

Poniewaz |r; — 75| = 2, wiec
0:05] =1 <2,

Okregi sg roztaczne wewnetrznie.

Przyktad 2

Okreslimy wzajemne polozenie okregow: o : (z — 2)* + (y + 1) = 10i 0y :
(z—7)>2+(y—3)>° =2

Rozwigzanie

Poniewaz Oy = (2, —1)ir, =v100raz Oy = (7, 3)iry = V2, to

0105] = /(7T = 2> + (3+1)> = V25 716 = Va1 ~ 6,4
i
ri+ro=v10+v2~ 3,16 +1,41 = 4,5T;

Zatem:



javascript:void(0);

‘0102‘ >1r1+ T
Dane okregi sg rozigczne zewnetrznie.
Przyktad 3

Niech a > 01 |010,| = 3. Ustalimy, dla jakiego a okregi 01 (O1, 2a)i09(O2, a + 1) beda
rozigczne.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze 71 + 79 = 3a + 1 oraz [r; — ro| = |a — 1].

Aby okregi byly roztaczne zewnetrznie, musi zachodzi¢ zaleznos¢:
r1+ 79 < |0104].

Zatem: 3a + 1 < 3,stad: a € (0, %)

Aby okregi byly roztagczne wewnetrznie, musi zachodzi¢ zaleznosc:
0< ‘0102‘ < ‘ T — 7“2‘.

Zatem: |a — 1| > 3,stad: a € (4, o0).
Przyktad 4

Dany jest okrag o; o rownaniu: 2 + y? — 6x + 2y — 6 = 0. Wyznaczymy wartoSci
parametru r, > 0, dla ktorych okrag 0, o rownaniu: (z + 2)* + (y — 3)* = 73 jest
roztgczny z okregiem o.

Rozwigzanie
Okrag o1 ma $rodek w punkcie O; = (3, — 1) i promien dlugosci r1 = 4.

Okrag 02 ma $rodek w punkcie Oz = (—2, 3).

Zauwazmy, ze: |0103| = \/(—2 —3)°+(3—(-1))% = V41
Aby okregi byly roztgczne zewnetrznie, musi zachodzi¢ warunek: r1 + r2 < |0102)|.
Zatem: 4 4 ry < V/41. Stad: 7y < V41 — 4.

Aby okregi byly roztgczne wewnetrznie musi zachodzi¢ warunek: 0 < [010s| < |r; — 79

Zatem: |4 — ry| > V/41.

Stad: 4 — ry > \/Hlubél—rg < —v41,codaje:ry <4 —+v41lubry > 4 + V41
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Poniewaz v 41 > 4, to ostatecznie: ro > 4 + v/ 41.

Przyktad 5

Dany jest okrag o1 o réwnaniu: 22 + y? + 6z + 10y — 30 = 0. Wyznaczymy wartoci
parametrow r2 > 073 > 0, dla ktorych okregi o1 i 02 : (z +2)° + (y — 2)° = r2 oraz o1
iog: (xz— 1)2 + (y+ 1)2 = r2 s roztgczne wewnetrznie a jednocze$nie okregi o i 03 sa
rozlgczne zewnetrznie.

Rozwigzanie

Okrag o, ma $rodek w punkcie O; = (=3, — 5) i promien dtugosci

r =1/ (=3)* + (=5) — (~30) = 8,

Okrag o2 ma Srodek w punkcie Os = (—2, 2) za$ okrag o3 ma $rodek w punkcie

O3 = (1, — 1).

Zauwazmy, ze punkty O2 i O3 leza wewnatrz kota o rownaniu
k1 :2® +9* + 6z 4+ 10y — 30 < 0, bo
0102] = \/(~2 — (=3))* + (2 — (~5))* = V30 < 8i

0105 = /(1= (=3))" + (-1 - (-5))* = V32 < 8

Poniewaz okregi 07 i 0y 83 rozlgczne wewnetrznie, to: 0 < |0;0;| < |ry — r3|. Zatem:
5v2 < |8 — 7.

Poniewaz okregi 01 i 03 sg roztgczne wewnetrznie, to: 0 < |0103| < |r1 — r3|. Zatem:
42 < |8 — 13l.

Poniewaz okregi os i 03 sg rozigczne zewnetrznie, to: |02 03| > ry + r3. Zatem:

VA= (=2)) +(-1-2)° > ry 1.

Rozwigzujemy zatem uktad 3 nierownosci:

”8—7’2] > 5v/2
18 —r3| > 4v/2
ro + 13 < 3v/2

Zauwazmy, ze jedyna mozliwa sytuacja to taka, ze okregi Oz i O3 leza wewnatrz okregu
O1.Zatemry € (0,8)irs € (0,8), wiec



(s € (0, 8 — 5x/§)
rs € (0, 8—4x/§)

\7’2—{—7’3 < 3\/5

.

Zauwazmy, ze: o + 13 < 8 — 5\/§+8—4\/§ = 16—9\/5.
16 —9v2 ~ 16 — 12,73 = 3,27
3v2 ~ 4,24

Zatemry +1r3 < 3\/51 ostatecznie dlary € (0, 8 — 5\/5) irs € (0, 8 — 4\/5) okregi

01 1 09 Oraz o1 i 03 s3 rozigczne wewnetrznie, a jednoczesnie okregi o2 i 03 s roztaczne

zewnetrznie.
Niech o bedzie okregiem o srodku w punkcie O i promieniu 7, za§ P - dowolnym punktem.
Potega punktu P wzgledem okregu o nazywamy liczbe pot(P;0) = |PO|* — 2.

Potega punktu, ktory lezy na zewnatrz okregu jest rowna kwadratowi dtugosci stycznej
poprowadzonejz punktu P do okregu o.

Zbiorem punktow, ktore maja rowne potegi wzgledem danych dwoch okregow o5 i 02 (0
roznych srodkach), jest prosta. Prostg t¢ nazywamy prosta (osig) potegowa okregow o; i 0s.

W ponizszym aplecie przedstawiono o$ potegowa dla okregdéw przecinajacych sie.
Przechodzi ona zawsze przez punkty przeciecia tych okregow.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D15CGloXz

Gdy okregi sa rozlaczne, to prosta potegowa tych okregow jest prosta prostopadta do
prostej przechodzgcej przez ich srodki przechodzaca przez $srodek odcinka wspolnej
stycznej tych okregow taczacego jej punkty stycznosci z tymi okregami. Nie ma ona
punktow wspolnych z tymi okregami.

Przyktad 6

Niech oy bedzie okregiem o §rodku w punkcie O; i promieniu r; za$ okrag oy -
okregiem o Srodku w punkcie O, i promieniu ry. Skonstruujemy prostg potegowa
okregow o; i 09, jesli sg one roztgczne zewnetrznie.

Rozwigzanie

Narysujemy okregi 0 i 0y oraz prosta O;Os.

=Y

-1 0 1 2 3 4 5 ©6 7 8 9 10 11

Wykreslamy okrag os tak, by przecinat kazdy z okregow o; i o, odpowiednio w punktach:
A, B, C, D.



https://zpe.gov.pl/a/D15CGloXz
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=Y

Prosta O, 0, jest prosta potegowq okregow o; i o3 za$ prosta C'D - prostg potegowa

okregdbw o i 03. Przecinajg si¢ one w punkcie P, ktory jest sSrodkiem potegowym

wszystkich trzech kot.

r o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11X

Prowadzimy teraz prosta prostopadta do prostej O;0- i przechodzacg przez punkt P.
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Jest ona prosta potegowg okregoéw oy i 0s.

Stownik

okregi roztaczne zewnetrznie

odlegtosc srodkow okregow jest wieksza niz suma dlugosci ich promieni
okregi roztagczne wewnetrznie

odlegtosc¢ srodkow okregow jest mniejsza niz roznica dtugosci ich promieni
srodek potegowy

punkt przeciecia linii potegowych trzech okregow, z ktorych zadne dwa nie sa

wspotsrodkowe



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwiaz testy samosprawdzajace. Wsroéd podanych mozliwosci wskaz wszystkie poprawne
odpowiedzi.

Test

Okregi roztaczne

Sprawdzisz:

« swoje umiejetnosci rozpoznawania okregéw
roztagcznych zewnetrznie i wewnetrznie;

« swoje umiejetnosci z zakresu stosowania
twierdzenia o wzajemnym potozeniu dwoch
okregéw.

Liczba pytan: Limit czasu: Twaj ostatni

5 10 min "™

‘ Uruchom

Polecenie 2

Utéz test ztozony z pieciu pytan, kazde z trzema odpowiedziami. Utozony test daj do
rozwigzania koledze lub kolezance z klasy.

Question: ...






Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Uzupetnij zdania, przeciggajac poprawne odpowiedzi w puste pola.

‘ styczne zewnetrznie ’ ‘ styczne wewnetrznie ’ ‘ roztagczne wewnetrznie

‘ roztaczne zewnetrznie ’

Cwiczenie 2

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawna odpowiedz.
Okregi o réwnaniach 22 + 9> + 8z — 2y + 8 = 0i 2% +9* — 22 — 4y + 4 = O sa:

roztagczne wewnetrznie.
styczne wewnetrznie.

roztagczne zewnetrznie.

o O O O

styczne zewnetrznie.




Cwiczenie 3

Dany jest okrag O o réwnaniu: 22 + y2 — 4y = 0. Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan. Przy
kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo ,Fatsz”.

Zdanie Prawda Fatsz

Okrag O jest roztaczny
zewnetrznie z okregiem
o réwnaniu:

(z+2)°+(y—3)"=4

Okrag O jest roztaczny
wewnetrznie z okregiem
o réwnaniu: O
2 4+ —4x = 0.

O O

Okrag O jest roztaczny
zewnetrznie z okregiem
o réwnaniu:

(z -1+ (y+2)° =4

Cwiczenie 4

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawne odpowiedzi.
Okregi o réwnaniach: (z — 3)° + (y + 3)° = 25 oraz (z — 10)* + 3* = 72 nie maja punktéw
wspolnych, gdy:

r = 1/160.
r=+/T.

r = 4/150.

O o 0O d

r = 6.



Cwiczenie 5

Potacz w pary okregi roztagczne zewnetrznie.

(z+6)° + (y—6)> =36 (z+2)°+ (@y—12)° =1
(+2)°+ (y—10)° =16 (z+4)°+(y—2)° =4
Cwiczenie 6

Dane sa okregi 01 0 $rodku w punkcie O; = (6, 6) i promieniu r; = 3 oraz oy 0 $rodku

w punkcie Oy = (12, 2) i promieniu 7s.

Sposrdod podanych liczb wybierz i przeciggnij w odpowiednie miejsca w kolejnosci rosnacej te,
ktére moga by¢ dtugosciami promienia okregu o9 roztacznego wewnetrznie z okregiem o

reel v Y
(5.5 (5.6 [2v3] (VB3] (3.4
Cwiczenie 7 ®

Okres$l wzajemne potozenie okregéw o réwnaniach: o1 : (z 4+ 5)> + (y+1)> = 49i 0s :
(z+1)°+ (y+4)° =2

Cwiczenie 8 @

Okresl wzajemne potozenie okregéw o réwnaniach: o1 : 22 + y2 +4x—8y+11=0io02:
241y —2x—2y+1=0.



Dla nauczyciela

Autor: Janusz Karkut, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okregi rozlaczne

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktéw w ukladzie wspotrzednych;
4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)* = r2.

Zakres rozszerzony. Uczen speilnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne i informatyczne;
» kompetencje cyfrowe.

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza wspotrzedne srodkow i dtugosci promieni okregow;
o sprawdza, czy dane okregi sa rozigczne;
e wyznacza wartosci parametrow, dla ktorych okregi sa roztgczne.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pokaz multimedialny;
e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputer z rzutnikiem multimedialnym i z dostepem do Internetu.
Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajq sie ze wstepem sekciji ,Przeczytaj’.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.
3. Uczniowie przypominajg definicje kota i okregu oraz rownania okregu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 5 grup. Kazda grupa ma zapoznac si¢ z jednym
przykladem z sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie przedstawic¢ przyktad pozostaltym
uczniom.

2. Nauczyciel w razie potrzeby pomaga uczniom w wyjasnianiu zagadnienia.

3. Nastepnie uczniowie pracuja indywidualnie - rozwigzujg ¢w. 1 - 4 z sekcji ,Sprawdz
sie”. W razie pytan nauczyciel wyjasnia niejasnosci.

4. Wybrani uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

5. Uczniowie rozwigzujg testy samosprawdzajace. Osoby, ktore rozwiaza test bezbtednie
mogg zosta¢ nagrodzone ocena.

Faza podsumowujaca:
1. Uczniowie okreslajg, co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, ocenia aktywno$¢ uczniow.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja pozostate zadania z sekcji ,Sprawdz sie”.



Materialy pomocnicze:
Punkty wspolne dwoch okregow
Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzysta¢ materiat w sekcji ,Testy samosprawdzajace” do powtorzenia
przed sprawdzianem.
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