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Zrédto: dostepny w internecie: ElisaRiva z Pixabay, domena publiczna.

Czasami zalozenie w twierdzeniu jest bardzo og6lne (np. Jesli liczba a jest dodatnia, to...),
za$ teza ma postac¢ rozbudowanej zaleznosci algebraicznej. Dowodzenie takiego
twierdzenia metodg wprost jest wowczas bardzo utrudnione, poniewaz zwykle nie wiemy,
jak zacza¢ pracowac z zatozeniem, aby droga kolejnych krokoéw rozumowania dojs¢ do tezy.
W tym materiale pokazemy, jak w takim przypadku mozna postgpic.

Materiat zawarty w tejlekcji jest materialem nadobowigzkowym, wiec jesli nie interesuje
Cie ta tematyka, mozesz po prostu lekcje poming¢. Ale pamietaj, ze umiejetnos¢ dowdzenia
twierdzen jest wymagana na maturze!

Twoje cele

» Dowiesz si¢, na czym polega dowod nie wprost.
o Udowodnisz wybrane twierdzenia metodg nie wprost.
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Przeczytaj

W Stowniku Jezyka Polskiego mozemy przeczytac, ze dowod nie wprost to ,,dowod
polegajagcy na wykazaniu, ze zaprzeczenie tezy prowadzi do wniosku sprzecznego
z zalozeniem, badz tez z jakims$ twierdzeniem prawdziwym”.

Tak wiec metoda nie wprost polega na przyjeciu hipotezy odwrotnej do tej, ktorg chcemy
udowodni¢ i wydedukowaniu stad albo zaprzeczenia jednego z zatozen, albo zaprzeczenia
dowodzonej tezy. Dowody oparte o te zasade noszg nazwe apagogicznych, a inaczej mowi
sie o nich, ze sa to dowody przez sprowadzanie do niedorzecznosci.

Metoda nie wprost jest uzyteczna, gdy mamy trudnosci z przeprowadzeniem dowodu
metoda wprost, co moze mie¢ miejsce, gdy zalozenie w twierdzeniu jest bardzo ogélne
i trudno jest znaleZ¢ sposob przeksztalcania go, aby wykonac¢ kolejne kroki rozumowania.

Z jednejz poprzednich lekcji pamietasz, ze dla implikacji p = g, gdzie p jest
poprzednikiem, a g nastepnikiem (co w twierdzeniu sformulowanym w postaci implikacij
oznacza, ze p to zalozenie, a q to teza) zachodzi rownowaznos¢:

(p=q) < (-g= -p)
Jak nalezy je rozumiec¢? Otoz implikacja
,Z zatozenia wynika teza”
jest rownowazna implikacji
,Z Zaprzeczenia tezy wynika zaprzeczenie zatozenia.”

Oznacza to, ze jezeli udowodnimy twierdzenie zapisane w formie kontrapozycji ~q = ~p,
to udowodniliSmy twierdzenie zapisane w postaci implikacji p = q.

Dowod korzystajacy z prawa kontrapozycji nazywamy dowodem nie wprost (inaczej:
dowodem przez sprowadzenie do sprzecznosci).

Tak wiec w sytuacjach, gdy trudno jest nam zastosowa¢ metode dowodu wprost, mozemy
postuzy¢ sie metodg dowodu nie wprost.

Uwaga!

Czasami rozpoczynajgc dowodzenie metodg nie wprost nie zapisujemy twierdzenia
w postaci kontrapozyciji, ale po prostu rozpoczynamy rozumowanie od zaprzeczenia tezy
i patrzymy, do jakich zaprzeczen nas to rozumowanie zaprowadzi. Jezeli zaprowadzi do
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zaprzeczenia zalozenia lub dobrze znanego faktu matematycznego, to znaczy, ze
udowodniliSmy nasze wyjsciowe twierdzenie.

Przyktad 1

Zacznijmy od problemu geometrycznego: Czy istnieje na ptaszczyznie trojkat, w ktérym
przynajmniejjedna dwusieczna kata jest jednoczes$nie srodkowg boku?

Rozwigzanie

Oczywiscie, od razu powiesz, ze w trojkacie rownobocznym dwusieczne wszystkich
katow sa srodkowymi bokow. Masz racje. Ale zgtebiajgc dalej problem mozemy zadac
sobie kolejne pytanie: Czy istnieje inne rozwigzanie?

I znowu, korzystajgc z juz nabytej wiedzy z geometrii, odpowiesz: w kazdym trojkacie
rownoramiennym, ale nierownobocznym, istnieje jedna dwusieczna kata, ktora jest
jednoczesnie srodkowa boku. To jest prawda, ale przeciez istniejg inne trojkaty niz
rownoramienne i rOwnoboczne. Ponawiamy wiec pytanie: Czy istnieje inne rozwigzanie?

Udowodnimy, ze nie istnieje inne rozwigzanie postawionego problemu na ptaszczyznie,
to znaczy udowodnijmy twierdzenie:

w trojkacie roznobocznym zadna dwusieczna kata nie jest jednoczesnie srodkowg boku.
Zalozenie: trojkat jest trojkgtem roéznobocznym
Teza: zadna dwusieczna kata nie jest jednoczesnie srodkowa boku w tym trojkacie

Poniewaz trudno jest tutajzacza¢ dowod od przeksztatcania zatozenia (trojkgtow
roznobocznych jest nieskonczenie wiele i niemozliwe jest rozpatrzenie kazdego z nich),
wiec udowodnimy twierdzenie metodg nie wprost.

Twierdzenie zapisane w postaci kontrapozycji ma postac:

jezeli co najmniej jedna dwusieczna kata w trojkacie jest srodkowa przeciwleglego boku,
to trojkat nie jest roznoboczny.

Dowod:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

Konstruujemy kat, jego dwusieczng i obieramy dowolny punkt na dwusiecznej (z
wyjatkiem wierzchotka kata). Konstruujemy prostopadla do dwusiecznej przechodzaca
przez wybrany punkt. Otrzymali$my tréjkat rownoramienny ABC"



Zalozmy, ze jest mozliwe, aby dwusieczna kata w trojkacie roznobocznym byta
jednoczes$nie srodkowa przeciwlegtego boku. Przeprowadzmy przez punkt D na
dwusiecznej prostg, ktora nie jest prostopadta do dwusiecznej. OtrzymalisSmy tréjkat
réznoboczny EFC:

Jezeli nasza dwusieczna ma by¢ srodkowa boku, to odcinki ED i DF powinny by¢ rownej
dtugosci. Czy sg? Jak to sprawdzi¢?

Spojrzmy na te odcinki jako na boki trojkgtow. Czy trojkaty EDA i DBF s3 przystajace?



Pamietamy, ze dwa trojkaty sg przystajace, jezeli majg takie same katy i takie same boki.
W naszym przypadku oznacza to, ze dwa katy przeciwlegle do bokow ED i DF powinny
by¢ takie same. Korzystamy tu z cechy przystawania trojkatow kat-bok-kat, majac
rownos¢ katow wierzchotkowych BDF' i ADFE oraz réwnos¢ odcinkow AD i DB.
Rownosc katéw EAD i DBF oznaczalaby, ze katy oznaczone powinny mie¢ miary po
90°, gdyz dwa katy « (jak na rysunku) tworza kat poipeiny.

C

Ale wtedy ramiona katow powinny by¢ rownoleglte do siebie. To jest niemozliwe,
poniewaz nie istniatby wtedy trojkat.




PokazaliSmy, ze gdyby w trojkacie roznobocznym dwusieczna kata byta srodkowa
przeciwleglego boku, to nasz trojkat nie bytby trojkgtem! Tak wiec - zgodnie

z okresleniem dowodu nie wprost: ,zaprzeczenie tezy prowadzi do wniosku
sprzecznego z zatlozeniem, badz tez z jakims$ twierdzeniem prawdziwym” - wychodzac
od zaprzeczenia tezy pokazaliSmy sprzeczno$¢ z warunkami istnienia trojkata (w
trojkacie na ptaszczyznie nie mogg istnie¢ dwa katy proste).

c.n.d.

Przyktad 2

Udowodnimy, ze jezeli m > 0, tom + % > 3.
Rozwigzanie

Zalozenie: m > 0

Teza: m + %; >3

Zaprzeczenie zatozenia:m < 0

Zaprzeczenie tezy: m + # <3

Prowadzimy dowod nie wprost, czyli dowodzimy twierdzenie zapisane w postaci
kontrapozycii:

Jeslim + % <3tom <0

Dowad:

Przeksztalcamy nierownosc:

m + % <3

m3 + 4 < 3m?

m®-3m* +4 <0
m34+m?—4m?+4<0
m*(m+1) —4(m* —1) <0
mi(m+1) —4(m —1)(m+1) <0
(m+1)(m*—4m+4) <0

(m+1)(m—2)><0
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Aby powyzsza nier6wnos$¢ byta prawdziwa, musi by¢ spetniona nieréwnos¢ m + 1 < 0,
czylim < —1.

Powyzsza nierobwnos¢ nie moze by¢ spetniona dla zadnejliczby m dodatnie;.
Udowodnili$my, ze zaprzeczenie tezy naszego twierdzenia prowadzi do zaprzeczenia
zalozenia, a wiec twierdzenie

Jezelim > 0,tom + % > 3.

jest prawdziwe.

c.n.d.

Przyktad 3

Udowodnimy, ze suma liczby wymierneji liczby niewymiernejjest liczbg niewymierna.

Twierdzenie brzmi: Niech a bedzie liczbg wymierng i b liczba niewymierna. Wowczas
suma a + b jest liczba niewymierna.

Rozwigzanie

Zalozenie: a jest liczbg wymierng, b jest liczbg niewymierng
Teza: a + b jest liczbg niewymierng

Dowo6d metodg nie wprost:

Zalozmy, ze suma a + b jest liczbg wymierng. Mozemy wtedy zapisa¢ (zgodnie

z okre$leniem liczby wymiernej): a + b = =, gdzie m i n to liczby catkowite, przy czym
n # 0. Z zalozenia wiemy, Ze a jest liczba wymierng, wiec mozemy zapisa¢: a = %, gdzie
p i q to liczby calkowite, przy czym q # 0. Tak wigc

mqg—pn

bz(a—l—b)—az%—gz o

Licznik i mianownik tego utamka sg liczbami catkowitymi, mianownik jest liczbg r6zna od
zera jako iloczyn liczb réznych od zera, wiec b jest liczbg wymierng, co stanowi
sprzecznoS¢ z zalozeniem, ze liczba b jest liczbg niewymierna.

Tak wiec zaprzeczajac tezie i doprowadzajac do sprzecznosci z zatozeniem
udowodniliSmy nasze twierdzenie wyjSciowe.

Przyktad 4

Udowodnimy twierdzenie: Niech n bedzie liczba catkowita. Jeéli n? jest liczba
nieparzystg, to n jest liczba nieparzysta.



Rozwigzanie

Zalozenie: n? jest liczbg nieparzysta

Teza: n jest liczba nieparzystg

Twierdzenie w postaci kontrapozycii:

Niech n bedzie liczba catkowita. Jeéli n jest liczbg parzysta, to n? jest liczbg parzysta.
Dowad:

Zanegujmy teze, czyli zal6zmy, ze n jest liczba parzystg. Wowczas mozemy zapisac, ze

n = 2k dla jakiej$ liczby catkowitej k. Stad n? = (2k)* = 4k? = 2 - 2k2, czyli liczba n? jest
liczbg parzystg, co przeczy zalozeniu twierdzenia. Tak wiec dowodzgc twierdzenia

w formie kontrapozycji udowodniliSmy twierdzenie wyjsciowe.

Przyktad 5
Udowodnimy, ze cos 10° jest liczba niewymierna.
Rozwigzanie

Zatozmy, ze cos 10° jest liczbg wymierng, czyli mozemy zapisa¢: cos(10°) = =, gdzie m
i n to liczby calkowite, przy czym n # 0. Skorzystajmy ze wzoru na cosinus kata
potrojonego i zapiszmy:

cos(30°) = cos(310°) = 4cos (10°)° — Bcos(10°) = 4(2)" — 22 —

_ 4m3-3mn® _ p

n q
gdzie pi g to liczby calkowite, przy czym ¢ # 0, czyli cos 30° jest liczba wymierna.
Wiemy jednak, ze cos(30°) = @, czyli jest liczbg niewymierng. Tak wiec zaprzeczajac
tezie doszliSmy do sprzecznosci z dobrze nam znanym faktem matematycznym. Tym
samym udowodniliSmy nasze twierdzenie wyjSciowe.

Ciekawostka

Dowod nie wprost byt znany juz Sokratesowi, ktory chetnie go stosowat w tzw. dialogach

sokratycznych.

Stownik
implikacja

zdanie ztozone majgce postac ,jesli p to ¢”, gdzie p, q sa zdaniami logicznymi
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twierdzenie w postaci implikacji

zdanie oznajmujgce ztozone z dwoch zdan, przy czym jedno wynika z drugiego
kontrapozycja (prawo kontrapozycji)

réwnowazno$¢ implikacji prosteji przeciwstawnej, czyli (p = q) < (~q¢ = ~p)
twierdzenie w postaci kontrapozyciji

dla danego twierdzenia to zdanie orzekajace wynikanie zaprzeczenia zatozenia
z zaprzeczenia tezy

dowdd nie wprost

dowod polegajacy na wykazaniu, Ze zaprzeczenie tezy prowadzi do wniosku
sprzecznego z zalozeniem, badz tez z jakim$ twierdzeniem prawdziwym



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj galerie zdjec interaktywnych, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Dane sg liczby naturalne ai b. Wykaz, ze jesli a - b jest liczba
parzystg, to a jest parzyste lub b jest parzyste.

Dane sg liczby naturalne ai b. Wykaz, ze jesli a - b jest liczbg
parzysta, to a jest parzyste lub b jest parzyste.

e

1. {audiojUdowodnimy podane twierdzenie.



Polecenie 2

Rozwaz twierdzenie:

Niech m i n bedg liczbami catkowitymi. Jesli iloczyn mn jest liczba nieparzysta, to liczby m i
n s nieparzyste.

Uzupetnij ponizszy dowdd przeprowadzony metoda nie wprost przeciggajac w wyznaczone
miejsca odpowiednie wyrazenia.

Dowad:

____________________________________________________________

____________________________________________________________

____________________________________________________________

____________________

Tak wiec udowodniliSmy twierdzenie przez sprowadzenie do sprzecznosci z zatozeniem.

k ’ ‘ 21 ’ ‘ 4k ’ ‘ k ’ ‘ mn jest liczbg parzysta ’ ‘ 2k ’ ‘ parzystymi ’ ‘ 21 ’

catkowita ‘ catkowita ’ ‘ mn jest liczba nieparzysta ’ ‘ k ’ ‘ nieparzystymi ’ ‘ 4] ’ ‘ k ’




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Spojrz na dowdd nie wprost pewnego twierdzenia: Niech n bedzie liczbg parzysta (co stanowi
zaprzeczenie tezy twierdzenia wyjsciowego). Wtedy mozemy zapisa¢: n = 2k, gdzie k jest

liczba catkowita, wiec n? = (21@)2 = 4k? = 2 - 2k2, czyli n? jest liczba parzysta. Jak brzmi
twierdzenie wyjsciowe? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Jesli n? jest liczba parzysta, to n jest liczba nieparzysta.

() Jesli n? jest liczba nieparzysta, to n jest liczba parzysta.

() Jesli n? jest liczba nieparzysta, to n jest liczba nieparzysta.
Cwiczenie 2 @)
Dowodzac twierdzenie ,Niech m i n bedg liczbami catkowitymi. Jesli iloczyn mn jest liczba
nieparzysta, to liczby m i n sg nieparzyste” metoda nie wprost mozna zatozy¢, ze obie liczby s3

parzyste lub Ze tylko jedna z nich jest parzysta. Jaki bedzie dowdd, jesli zatozymy, ze tylko
jedna z nich jest parzysta?




Cwiczenie 3 @

Uzupetnij dowdd twierdzenia: lloczyn dowolnych dwéch liczb naturalnych dodatnich jest nie
mniejszy od ich ilorazu.
Przeciagnij odpowiednie wyrazenia lub wyrazy w prawidtowe miejsca.

Zatozenie: m i n sg dowolnymi liczbami naturalnymi dodatnimi.
Teza:mn > =+

Zaprzeczenie zatozenia: m lub n nie moze by¢ dowolng liczbg naturalng dodatnia.

____________________

Twierdzenie w formie kontrapozycji: Jesli iloczyn dowolnych dwéch liczb naturalnych
dodatnich m i n jest mniejszy od ich ilorazu, to nie s one dowolnymi liczbami naturalnymi
dodatnimi.

Dowéd twierdzenia zapisanego w formie kontrapozyciji:

lloczyn dowolnych dwéch liczb naturalnych dodatnich jest mniejszy od ich ilorazu, co

Udowodnilismy twierdzenie w formie kontrapozycji, a wiec rowniez nasze twierdzenie

wyjsciowe.

moze ‘ m-n:>m ’ ‘ zmienia zwrot nieréwnosci ’ ‘ m-n®><m ’ nie moze
mn < % ‘ nie zmienia zwrotu nieréwnosci ’ mn > %




Cwiczenie 4

Dane jest twierdzenie: Jesli n3 jest liczba nieparzystg, to n jest liczba nieparzysta.
Ponizej widzisz kilka zapiséw, ustaw je w odpowiedniej kolejnosci, aby otrzymac¢ dowéd
twierdzenia przeprowadzony metoda nie wprost.

Zaprzeczenie tezy: n jest liczba parzysta =
c.n.d. =
Teza: n jest liczba nieparzysta =
Zaprzeczenie zatozenia: n® jest liczba parzysta =
Liczbe parzysta mozemy zapisac jako wielokrotnosc liczby 2, czyli n = 2k, gdzie k R
jest liczba naturalna. M
Poniewaz twierdzenie dane i twierdzenie zapisane w postaci kontrapozycji sg sobie
rownowazne, wiec dowodzac twierdzenia w formie kontrapozycji udowodnilismy =
jednoczes$nie twierdzenie dane w zadaniu.

Zatozenie: n? jest liczba nieparzysta =
Jesli n jest liczbg parzysta to n3 jest liczba parzysta. =
Stad n3 = (2k)® = 8k3 = 2(4k®) = 2m, gdzie m jest liczba naturalna. =

Cwiczenie 5

Opowiedz swoimi stowami, jak mozna udowodni¢, ze w kazdym tréjkacie co najmniej jeden
z katéw ma miare nie mniejsza od 60°.



Cwiczenie 6
Wykaz, zejeslia > 0, to < +1 = “TH Przeciagnij w prawidtowe miejsca.

Zatozenie:, Teza:, Twierdzenie w formie kontrapozycji:, Dowdd twierdzenia zapisanego

w formie kontrapozycji:, Nierédwnosc¢ ta jest prawdziwa,, Udowodnilismy twierdzenie:

a +1 a+1

Jesli -7 < to a < 0, tym samym udowodnilismy twierdzenie:

Dowdd Kroki dowodu

Zatozenie;

Teza:

Twierdzenie w formie
kontrapozycji:

Dowdd twierdzenia
zapisanego w formie
kontrapozycji:

Nieréwnos¢ ta jest
prawdziwa,

Udowodnilismy
twierdzenie:
241 41
Jedli =5 < 45~ to
< 0, tym samym

udowodnili$my

twierdzenie:

Cwiczenie 7

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosc
4z — 8xy + 5y% > 0.



Cwiczenie 8 @
Wykaz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej « zachodzi x + % > 2.
Cwiczenie 9 @

Znajdz w dowolnych zrédtach twierdzenie, ktérego dowdd nie wprost Cie zainteresowat.
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interesujace? Co chcielibys$cie zmieni¢, gdyby lekcja miata by¢ przeprowadzona jeszcze



raz? Jeszcze raz krotko odnosi si¢ do elementow wskazanych jako trudne, komentuje
propozycje zmian w lekciji.

2. Uczniowie krotko podsumowujg swoje osiggniecia, rozwijajac zdanie: Na dzisiejszych
zajeciach wazne dla mnie byto ...

Praca domowa:
» Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 3, 8, 9 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

» Twierdzeniaiich rodzaje
e Zbior liczb niewymiernych. Dzialania w zbiorze liczb niewymiernych

Wskazowki metodyczne:

o Galeria zdje¢ interaktywnych moze byc¢ tez wykorzystane do uczenia si¢ uczniow
w parach nawzajem. Po obejrzeniu galerii zdj¢¢ interaktywnych Polecenie 2 uczniowie
wykonujg w parze, gdzie jedna osoba petlni role osoby podajacej poczatek zapisu,
a druga pelni role osoby uzupetniajgcej zapis. Uczniowie mogg tez dowodzi¢ w ten
sposOb wybrane przez siebie twierdzenia, nie tylko te wskazane w poleceniach.

o Podczas formutowania dowodow uczniowie majg dobra okazje, aby ¢wiczyc
prawidtowe postugiwanie si¢ jezykiem matematycznym. Nalezy zwroci¢ uwage na
precyzje sformulowan i prawidtowe uzywanie poje¢ matematycznych. Nalezy tez
zwroci¢ uwage na prawidtowe formutowanie zaprzeczen tezy i zalozenia, zwtaszcza,
gdy mamy do czynienia z nierownosciami.

o Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych
dowodzeniu twierdzen z teorii liczb rzeczywistych.
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