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Zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia w teorii

podzielnosci liczb

g

: . Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Czy wiesz, ze jeszcze pod koniec XVIII wieku
we Francji kobiety nie miaty wstepu na
wyzsze uczelnie? Zatem utalentowane
kobiety musialy szuka¢ nauczycieli poza
murami uniwersytetow. Jednga z takich osob
byta Marie-Sophie Germain (1776 - 1831),
ktoéra pod nazwiskiem Le Blanc nawigzata
korespondencje z Josephem Lagrangem -

jednym z najlepszych na $§wiecie 6wczesnych
Marie-Sophie Germain (1776 - 1831) matematykow, a nastepnie z rownie stawnym

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, niemieckim matematykiem Carlem Gaussem.
domena publiczna.

Germain zajmowala si¢ gtownie teoria liczb,
jej nazwiskiem zostaly nazwane takie liczby pierwsze p, dla ktorych liczby 2p + 1 sa
rowniez pierwsze. W 1811 r. wygrata konkurs ogloszonym przez Francuska Akademie Nauk,
ktorego tematem bylo wyjasnienie powstawania wzoréow, jakie tworzy piasek rozsypany na
drgajacej ptycie.

My rowniez bedziemy zajmowac si¢ wybranymi zagadnieniami z teorii liczb. Niestety,
zakres prezentowanego materiatu bedzie duzo ubozszy niz ten, ktory zgtebiata Germain.



Ograniczymy si¢ bowiem tylko do pokazania mozliwosci stosowania wzoréw skréoconego
mnozenia stopnia drugiego do dowodzenia twierdzen dotyczgcych podzielnosci liczb
catkowitych.

Twoje cele

o Wykorzystasz wzory skroconego mnozenia w dowodzeniu podzielnosci liczb
catkowitych.

e Rozpoznasz liczby ztozone, nie wykonujgc pracochtonnych obliczen.



Przeczytaj

Podzielnos¢ liczb catkowitych

Dane s3 liczby calkowite a i b, r6zne od 0.
Jesli iloraz %

« jestliczba catkowitg, to mowimy, Ze liczba a jest podzielna przez liczbe b (liczba b jest
dzielnikiem liczby a),

« nie jest liczba catkowita, to méwimy, ze liczba a nie dzieli sie przez b (liczba b nie jest
dzielnikiem liczby a).

W przypadku, gdy liczba a jest podzielna przez liczbe b, to istnieje taka liczba catkowita ¢,
ze:

a = bt

W przypadku, gdy liczba a nie jest podzielna przez b, to w wyniku dzielenia liczby a przez
liczbe b otrzymujemy iloraz t (bedacy liczba catkowitg) i reszte r.

a=tbh+r
Twierdzenie: Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla kazdej pary liczb catkowitych a i b, r6znych od 0, istnieje doktadnie jedna para liczb
catkowitych tir taka, ze a = tb + r, gdzie 0 < r < |b].

Liczbe naturalng nazywamy liczba pierwsza, gdy ma dwa dzielniki - liczbe 1 i samg siebie.
Liczbe naturalng, wigksza od 1, nazywamy ztozong, gdy ma wiecejniz dwa dzielniki.
Liczby 0i 1 to liczby ani pierwsze, ani ztozone.

Aby okresli¢, czy liczba catkowita zapisana za pomocg wyrazenia arytmetycznego jest
ztozona, nie zawsze trzeba wykonywac pracochtonne obliczenia. W niektorych
przypadkach mozna skorzysta¢ ze wzorow skroconego mnozenia.

Przyktad 1
Uzasadnimy, ze liczba K = 2122 — 127° jest ztozona i dzieli si¢ przez 3.

Korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow, zapisujemy
wyrazenie okreslajace liczbe K w postaci iloczynu.
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K = 2122 — 1272
K = (212 — 127)(212 + 127)

Kazda z liczb 212 — 127 i 212 4- 127 jest dzielnikiem liczby K. Zatem liczba K ma co
najmniej 4 dzielniki naturalne (dzielnikami liczby K sg rowniez: liczba 1 i K), jest wiec
liczba ztozona.

Liczbe K mozna zapisac tez w postaci
K =85-339

Poniewaz suma cyfr liczby 339 jest rowna 15, wiec liczba 339 dzieli si¢ przez 3, a co za
tym idzie i liczba K dzieli si¢ przez 3, co nalezato wykazac.

Przyktad 2

- oo T _ NTHE | VT5
Wykazemy, ze liczba M = e T Ve

jest liczba parzysta.

Przedstawimy kazdy z utamkow sumy okreslajacejliczbe M, bez uzycia niewymiernosci
w mianowniku. Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow.

_ VIeE | VI-VE
M= T Vi

M= YTV5 VTG | VTVE | VTV
VI-VE VT+VE T VTHE VT-5

Teraz korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat sumy i upraszczamy
otrzymane wyrazenie.

_ T+54+2v/35 7+5—24/35
M= 7—5 + 7—5

Liczba 12 dzieli si¢ przez 2, wiec liczba M jest liczba parzystg, co nalezato wykazac.

Pokazemy teraz, jak tatwo uzasadni¢ podzielnos¢ danejliczby, za pomocg wzoru
skroconego mnozenia na kwadrat sumy dwoch wyrazen.

Przyktad 3
Wykazemy, ze liczba A = 172 + 29% + 986 jest podzielna przez 23.

Zauwazmy, ze wyrazenie 172 4 292 4 986 mozna zapisa¢ w postaci kwadratu sumy liczb
171 29.

Zatem
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A= (17 +29)° = 467
Liczba 46 jest iloczynem liczby 2 i liczby 23.
A= (2-23)=23-(23-2%) =23-92

Zatem liczbe A mozna zapisa¢ w postaci iloczynu liczby 23 i liczby catkowitej 92, co

oznacza, ze liczba A jest podzielna przez 23.

Podzielnosc¢ liczb zapisanych za pomoca wyrazen
algebraicznych

Przypomnijmy:

 liczbe naturalng parzystg mozna zapisaC¢ w postaci 2n, gdzie n € N;

« liczbe naturalng nieparzystg mozna zapisa¢ w postaci 2n + 1, gdzie n € N;

e liczba 0 jestliczba parzystg;

e najmniejsza liczba naturalna nieparzysta to 1;

 kolejne liczby naturalne, z ktorych najmniejszg jest n to: n,n + 1, n 4+ 2, n 4 3, ...

Przyktad 4

Wykazemy, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych w dzieleniu przez 3
daje reszte 2.

Oznaczmy:
n,n+ 1,n+ 2,gdyn € N - kolejne liczby naturalne.

Chcemy wykazac, ze sume kwadratow 3 kolejnych liczb naturalnych mozna zapisa¢
w postaci sumy iloczynu liczby 3 i liczby naturalnej oraz liczby 2.

Zapisujemy i przeksztalcamy sume kwadratow 3 kolejnych liczb catkowitych,
korzystajgce ze wzoru skroconego mnozenia na kwadrat sumy.

n2+n+12+n+22=n24+n2+2n+1+n2+4n+4=
=3n? +6n+5=3(n>+2n+1)+2

Poniewaz liczba n? 4 2n + 1 jest liczba naturalng, zatem suma kwadratéw 3 kolejnych
liczb naturalnych w dzieleniu przez 3 daje reszte 2, co nalezato wykazac.

Przyktad 5

Wykazemy, ze roznica czwartych poteg dwoch liczb naturalnych, z ktorych pierwsza
przy dzieleniu przez 10 daje reszte 1, a druga przy dzieleniu przez 10 daje reszte 3, dzieli




sie przez 10.

Pierwszg z liczb mozemy zapisa¢ w postaci 10t 4 1, gdzie ¢ € N, a druga w postaci
10k + 3, gdzie k € N.

Wtedy (10t + 1)* — (10k + 3)* to roznica czwartych poteg tych liczb.

Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie (oznaczmy je W), stosujac dwukrotnie wzor
skroconego mnozenia na roznice kwadratow dwoch wyrazen.

W = (10t + 1)* — (10k + 3)* =
- [(wt +1)% — (10k + 3)2} : [(10:& +1)% + (10k + 3)2}
W = [(10t + 1 — 10k — 3)(10t + 1 + 10k + 3)]-
-[100#% + 20t 4 1 + 100k + 60k + 9]
W = (10t — 10k — 2) - (10t + 10k + 4) - (100¢* + 100k> + 20t + 60k + 10)
W ostatnim iloczynie wspolny czynnik to 10, wylgczamy go przed nawias.
W =10- (10t — 10k — 2) - (10t + 10k + 4) - (10t + 10k% + 2t + 6k + 1)

Roznice czwartych poteg dwoch liczb naturalnych, z ktorych pierwsza przy dzieleniu
przez 10 daje reszte 1, a druga przy dzieleniu przez 10 daje reszte 3, przedstawiliSmy
w postaci iloczynu liczby 10 i liczby catkowite;j

(10t — 10k — 2) - (10t + 10k + 4) - (10¢* + 10k* + 2t + 6k + 1),

zatem roznica ta dzieli si¢ przez 10, co nalezato wykazac.

Stownik

liczba pierwsza

liczba naturalna n, ktéra ma tylko dwa dzielniki 1in

liczba ztozona

liczba naturalna, wigksza od 1, ktéra ma wiecejniz dwa dzielniki

liczby ani pierwsze, ani ztozone

liczby 011



Animacja

Polecenie 1

Nim zapoznasz sie z animacja, przypomnij sobie wzér skroconego mnozenia na réznice
kwadratow i korzystajac z tego wzoru, roztéz na czynniki réznice a* — b,

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/Dc9HKIE7b

Film nawigzujacy do tres$ci materiatu dotyczacej zastosowania wzoréw skréconego mnozenia
w teorii podzielnosci liczb.

Polecenie 2

Wykaz, ze réznica czwartych poteg dwdch liczb naturalnych réznigcych sie o 2 jest podzielna

przez 8.


https://zpe.gov.pl/a/Dc9HKlE7b

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze jesli n jest liczbg naturalng dodatnig, to liczba

M=@Bn+1)3n—1)+Bn+1)"+3n-1)°
w dzieleniu przez 9 daje reszte 1.

Cwiczenie 8 @
Wykaz, ze liczba (\/\/7 — 3 \/\/§ + \/7) . (7732 — 5292) jest podzielna przez
122.

Cwiczenie 9 @

Wykaz, ze rdéznica kwadratéw dwdch liczb niepodzielnych przez 3 dzieli sie przez 3.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzorow skroconego mnozenia w teorii podzielnosci liczb
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wzory skroconego mnozenia w dowodzeniu podzielnosci liczb
catkowitych

e rozpoznaje liczby zlozone, nie wykonujac pracochtonnych obliczen

e uzasadnia poprawno$¢ prowadzonych rozumowan

 analizuje problemy arytmetyczne i wybiera najdogodniejszg strategie ich rozwigzania

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e ale kino



 rybi szkielet
Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Uczniowie wspolnie tworzg ,rybi szkielet” ze wzorow skréconego mnozenia - na ,,oSciach”
zapisujg wzory i przyktady ich zastosowania.

Jeden z uczniow, wyznaczony wczesniej przez nauczyciela, przypomina pojecia
i twierdzenia zwigzane z podzielnoscig liczb naturalnych (materiat przygotowat w domu).

Nauczyciel podaje temat i cele zajec, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

Uczniowie zapoznajg si¢ z przyktadami 1 - 3, a nastepnie metodg ,ale kino” rozwiazuja

w grupach przyktady 4 - 5. Ich zadaniem jest pouktadanie w odpowiedniej kolejnosci
krokow rozwigzan, przygotowanych na kartkach przez nauczyciela (na kazdej kartce jeden
krok).

Nauczyciel w tej fazie lekcji petni role doradcy, mentora.

Uczniowie w parach wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.
Faza podsumowujaca:

Dwaj wskazani przez nauczyciela uczniowie podsumowujg zajecia — omawiajg prace swoich
grup, przedstawiaja trudno$ci napotkane w czasie pracy.

Nauczyciel ocenia prace grup i poszczegolnych par ucznidéw, zwraca uwage na
efektywnosc¢ i skutecznos$¢ pracy.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.



Materialy pomocnicze:
Czy liczby pierwsze zdradzg swoje tajemnice?
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach poswieconych przeksztalcaniu wyrazen
algebraicznych.
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