Ogolna definicja prawdopodobienstwa

Przyktad na potoczny sposob szacowania prawdopodobienstwa zdarzenia.

Przyktady na okreslanie zdarzen elementarnych i na tej podstawie okreslanie zbioru
wszystkich zdarzen elementarnych i liczby jego elementow.

Zdarzenia elementarne sprzyjajagce danemu zdarzeniu. Zbior pusty. Zdarzenie pewne.
Twierdzenie o klasycznej definicji prawdopodobienstwa. Przyktadowe zdarzenia
w do$wiadczeniu losowym, polegajagcym na dwukrotnym rzucie symetryczng moneta.
Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzen z wykorzystaniem definicji klasyczne;j.

Przyktad zdarzenia przeciwnego. Definicja zdarzenia przeciwnego. Twierdzenie

o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego. Przyktady na wykorzystanie twierdzenia

o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego. Twierdzenie o prawdopodobienstwie
sumy dwoch zdarzen. Przyktady na zastosowanie twierdzenia o prawdopodobienstwie sumy
dwoch zdarzen.

Obliczanie prawdopodobienstwa w doswiadczeniu dwuetapowym. Przyktad na
wykorzystanie metody drzewka do obliczania prawdopodobienstwa.

Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen losowych. Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa (tre$¢ podstawowa). Zadania interaktywne zamkniete na obliczanie
prawdopodobienstwa zdarzenia.

Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen losowych. Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa (tre$¢ podstawowa). Zadania otwarte na obliczanie
prawdopodobienstwa zdarzenia. Wyjasnienia i rozwigzania do zadan.

Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen losowych. Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa (tre$¢ podstawowa). Zadania otwarte na obliczanie
prawdopodobienstwa zdarzenia. Wyjasnienia i rozwigzania do zadan.

Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen losowych. Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa (tre$¢ podstawowa). Zadania otwarte na obliczanie
prawdopodobienstwa zdarzenia. Wyjasnienia i rozwigzania do zadan.



Obliczanie prawdopodobienstw zdarzen losowych. Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa (tre$¢ podstawowa). Zadania na obliczanie prawdopodobienstwa
zdarzenia. WyjaSnienia i rozwigzania do zadan.



Ogodlna definicja prawdopodobienstwa

W tym materiale zapoznasz si¢ z definicjami i twierdzeniami zwigzanymi

z prawdopodobienstwem. Nauczysz si¢ stosowa¢ metode drzewa do analizy doswiadczen
dwuetapowych. Dowiesz sig, jak oblicza¢ prawdopodobienstwo w sytuacjach praktycznych.
Przyktad 1

Zdarza sig¢, ze w wypowiedziach dotyczacych przewidywania wyniku jakiego$ zdarzenia
szacowany jest wynik tego zdarzenia. Spotykamy sie wiec z nastepujacymi
sformutowaniami ,po pierwszym meczu nasze szanse na awans oceniam na 75 procent”
czy ,sadze, ze moje szanse na pierwsza nagrode sa mniejsze niz jeden do dziesieciu”, czy
tez ,jestem przekonany, ze zachwyt przy ocenie naszej oferty wyrazi co najmniej dwoch
na trzech klientow naszego sklepu”

1 2
1100 3
jest zblizone do prawdy (prawdopodobne).

Podajac liczby: % oceniamy, na ile zajscie zdarzenia, ktorego wynik nie jest znany,

W tym materiale wprowadzimy umowy, ktore pozwola nam obliczac
prawdopodobienstwa zdarzen w pewnych nieskomplikowanych sytuacjach przy
zastosowaniu formalnie opisanych metod. W przyktadach bedziemy analizowa¢ wyniki
doswiadczen losowych.

Przyktad 2

Kazdy z nas spotkat si¢ z sytuacjg, w ktorej przy podjeciu pewnej decyzji wybieramy
wynik losowania. Na przyktad w amerykanskiej zawodowejlidze koszykowki NBA nabor
nowych zawodnikow odbywa si¢ w tak zwanej loterii draftowej. Wedtug obowigzujgcych
przepisow przystepuje do niej 14 zespotoéw z najgorszym bilansem zwyciestw

z poprzedniego sezonu, przy czym zespoty te sg ustawiane w kolejnosci od najgorszego
bilansu do najlepszego. W tej loterii losuje si¢ sposrod 1000 kul, przy czym 250 z nich
przydzielonych jest pierwszemu zespotowi z tego zestawienia, 199 - drugiemu, a 138 -
trzeciemu itd. W ten sposob najgorszy zespot ma 25% szans na wylosowanie pierwszego
numeru. Powiemy wiec, ze prawdopodobienstwo, ze najgorszy zespot wylosuje pierwszy
numer w loterii draftowej jest rowne %.

Jednak najwigksze szanse nie gwarantujg pierwszego numeru w takiejloterii. W 2008
roku pierwszy numer w drafcie wylosowata druzyna Chicago Bulls, ktora w losowaniu

miata przydzielone 17 kul. Zatem przed losowaniem ocenilibySmy prawdopodobienstwo,

. . . . . . , 17
ze wiasnie ta druzyna wylosuje pierwszy numer jako rowne 555 -

Pojecie prawdopodobienstwa
Przyktad 3



W pewnej szostej klasie dawno temu spotkali si¢ trzejuczniowie: Janek, Piotrek i Andrze;j.
Zdarzyto si¢, ze wszyscy korzystali z obiadow w szkolnej stotowce. Do kazdego obiadu byt
tam serwowany deser. Na poczgtku roku szkolnego Janek zaproponowat Piotrkowi
nastepujaca zabawe: , Do konca roku szkolnego bedziemy przychodzili na obiady. Niech
w tym czasie o podziale naszych deserow zdecyduje los. Codziennie przed obiadem
Andrzejrzuci dwa razy moneta. Jesli raz wypadnie orzet i raz wypadnie reszka, to ja zjem
dwa desery: twoji mdj. Jesli dwa razy wypadnie orzel, to Ty zjesz te dwa desery.
Natomiast jesli wypadnie dwa razy reszka, to kazdy zje swoj deser. Jak widzisz, umowa jest
uczciwa, bo poza tymi trzema przypadkami innego wyniku dwoch rzutow moneta nie
ma, a patrzac na te przypadki tacznie, kazdy z nas ma rowne szanse. Ja w jednym
przypadku dostane dwa desery, w drugim - zadnego, a w trzecim - jeden. I ty takze:

w jednym przypadku dostaniesz dwa desery, w innym - zadnego, a w jeszcze innym —
jeden. Nie pomysl sobie, ze w zmowie z Andrzejem szykujemy jaka$ sztuczke z moneta.
Gdybys chcial, to mozemy sie uméwic, ze monete do rzucania bedziemy wybierali
wspolnie, a przy rzucaniu bedziemy sie zmieniali. To jak, zgadzasz sie na taki uktad?
MielibySmy nieztg zabawe przed obiadem.”

Piotrek chwile pomyslat, a nastepnie odmowitl. Od razu tez wyttumaczyt Jankowi,
dlaczego uwaza, ze taka umowa wcale nie jest uczciwa.

Podamy argumenty, ktore przemawiajg za tym, ze Piotrek powinien odrzuci¢ pomyst
Janka.

Dwukrotny rzut monetg to doswiadczenie, ktore polega na wykonaniu po kolei dwoch
czynnosci. Kazda z nich moze skonczy¢ sie na jeden z dwoch sposobow: albo wypadnie
orzel, albo wypadnie reszka. Na podstawie reguty mnozenia stwierdzamy, ze liczba
wszystkich mozliwych wynikow dwukrotnego rzutu moneta jest rowna

2:-2=4.

Wszystkie wyniki takiego do$wiadczenia mozna przedstawi¢ w tabeli.

I rzut /Il rzuty Orzel Reszka
Orzet (orzetl, orzet) (orzel, reszka)
Reszka (reszka, orzet) (reszka, reszka)

Lub za pomocg drzewa:



orzet reszka

orzet reszka orzet reszka

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Z tabeli mozemy tez odczyta¢ dwuelementowe ciggi, ktore opisujg wszystkie mozliwe
wyniki dwukrotnego rzutu monetg:

(orzel, orzet), (orzet, reszka), (reszka, orzet), (reszka, reszka).

Sq wiec doktadnie cztery mozliwe wyniki dwukrotnego rzutu monetg. Pewnie i bez
powyzszego opisu potrafi to uzasadni¢ kazdy, kto zrozumiatl podstawowe zasady
obowigzujace w kombinatoryce.

Typowa moneta znajdujaca si¢ w obiegu moze by¢ uznana za symetryczng. Oznacza to, ze
przy duzejliczbie rzutow takg monetg sSrednio potowa z nich skonczy si¢ wyrzuceniem
orla, a potowa - reszki. Zatem i kazdy z czterech wynikow dwukrotnego rzutu moneta
bedzie wypadat Srednio tak samo czesto, jak kazdy z pozostatych.

Wracamy do zabawy opisanej w poprzednim przyktadzie. Jak juz zauwazyliSmy: wbrew
sugestiom Janka mamy do rozpatrzenia nie trzy, a cztery przypadki. Popatrzmy na
rozdziat deserow w kazdym z tych przypadkow:

o (orzel, orzetl) - Piotrek zje dwa desery, Janek - zadnego,

 (orzel, reszka) - Piotrek nie zje zadnego deseru, a Janek zje dwa,
 (reszka, orzet) - Piotrek nie zje zadnego deseru, a Janek zje dwa,
 (reszka, reszka) - Piotrek zje jeden deser i Janek zje jeden deser.

Wobec tego w ciggu kolejnych czterech dni, kiedy chlopcy maja do rozdzielenia 8
deserow, b deserow zje Janek, a tylko trzy - Piotrek. Zatem kontynuowanie przez dtuzszy
czas losowego wyboru deseré6w metoda zaproponowana przez Janka jest dla Piotrka
zdecydowanie niekorzystne.

Podajgc te wartosci, oceniliSmy jedynie szanse kazdego z chlopcow na otrzymanie
deseru. Nie nalezy sie jednak spodziewac, ze w ciggu dowolnie wybranych czterech dni,
przy takiej metodzie losowego rozdziatu deserow, Piotrek dostanie doktadnie 3 z oSmiu
mozliwych do otrzymania. Natomiast przy przeprowadzeniu wigkszejliczby powtorzen
tego doswiadczenia liczba deserow przeznaczonych dla Piotrka bedzie zblizala si¢ do



pewnej wartosci, ktorg nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia, ze w wyniku
podanej metody przydziatu deser dostanie Piotrek.

Mozna formalnie wykazac, ze 3 to oczekiwana liczba deserow, ktore w ciggu czterech
dni otrzyma Piotrek, gdyby zastosowat si¢ do metody zaproponowanej przez Janka.
Metody matematyczne, ktorych do tego celu nalezatloby uzy¢, stosowane sa w rachunku

prawdopodobienstwa.
Przyktad 4

1. Kazdy oficjalny mecz pitki noznejzaczyna sie od losowania druzyny, ktora
rozpocznie rozgrywke. Sedzia rzuca wtedy monetg, przy czym robi to w taki sposob,
zeby nikt nie mial watpliwosci, ze wynik takiego losowania bedzie przypadkowy.
Przed takim losowaniem jesteSmy przekonani, ze obie zainteresowane druzyny maja
rowne szanse rozpoczecia gry od srodka boiska.

Za kazdym razem takie losowanie uznamy wiec za doswiadczenie losowe.

2. Kilkuosobowa gre w karty rozpoczyna si¢ od wyboru osoby rozdajacej. Chcemy, aby
metoda wyboru dawata rowne szanse kazdemu z graczy. Jednym ze sposobow jest
losowanie przez kazdego z graczy jednej karty z pelnej talii. Zazwyczaj rozdajgcym
zostaje ta osoba, ktora wylosuje karte najnizszg wedlug rangi w danej grze.

Taki wybor osoby rozdajgcej uznamy takze za dosSwiadczenie losowe.

3. Przypuscmy, ze o wyborze kapitana w przypadkowo dobranej piecioosobowej
druzynie koszykowki chcemy zadecydowac losowo - mozemy to zrobic,
przygotowujac wczesniejlosy. Wystarczy w tym celu wzig¢ piec¢ takich samych
kartek papieru, cztery pozostawi¢ puste, a na jednejz nich postawi¢ umoéwiony znak
lub napisac¢ stowo ,kapitan”. Nastepnie ztozy¢ kartki w podobny sposob i wrzuci¢ do
takiego pojemnika, z ktorego gracze losuja po jednejkartce, nie widzac wybieranego
przedmiotu.

Kapitanem zostaje ten z nich, ktory wylosuje wyr6zniong kartke.

W prezentowanych w tym materiale przyktadach bedziemy zajmowac si¢ doswiadczeniami,
ktore (podobnie jak przywotane powyzej) mozemy uznac za losowe. Przedmioty uzywane

w opisywanych doswiadczeniach sa powszechnie dostepne, wiec kazdy moze samodzielnie
takie doswiadczenie przeprowadzic tyle razy, ile tylko uzna za stosowne. Naszym gtownym
zadaniem bedzie jednak takie opisanie modelu przeprowadzanego doswiadczenia, aby dla
ustalenia prawdopodobienstwa otrzymania konkretnego wyniku wystarczyto zrozumienie
podstawowych zasad rzadzacych rachunkiem prawdopodobienstwa.

Wprowadzimy podstawowe pojecia, ktorymi bedziemy sie postugiwac przy obliczaniu
prawdopodobienstw.

Kazdy mozliwy wynik, ktory moze pojawi¢ si¢ w doswiadczeniu losowym, bedziemy
nazywac zdarzeniem elementarnym.
Przyktad 5



W doswiadczeniu losowym, polegajgcym na dwukrotnym rzucie symetryczng monets,
rozroznimy cztery zdarzenia elementarne:

o ,za pierwszym razem wypad? orzel, a za drugim razem wypadt orzet”, co w skrocie
zapiszemy jako dwuelementowy cigg wynikow (orzet, orzet),

e ,za pierwszym razem wypad! orzel, a za drugim razem wypadtla reszka”, co w skrocie
zapiszemy jako (orzet, reszka),

e ,za pierwszym razem wypadia reszka i za drugim razem wypad! orzel”, co w skrocie
zapiszemy jako (reszka, orzet),

e ,za pierwszym razem wypadia reszka i za drugim razem wypadta reszka’, co
w skrocie zapiszemy jako (reszka, reszka).

W omawianym doswiadczeniu uzywaliSmy monety symetrycznej, wiec spodziewamy sie,
ze przy duzejliczbie powtorzen kazde z wypisanych powyzej zdarzen elementarnych
pojawi sie z podobna $rednig czestos$cig. Uznajemy zatem, ze wszystkie te zdarzenia
elementarne sg jednakowo prawdopodobne.

Zbior wszystkich zdarzen elementarnych bedziemy oznaczali za pomocg duzej greckiej
litery {2 (omega).

Fakt, ze w rozpatrywanym doswiadczeniu zbior zdarzen elementarnych
(2 = {(orzel, orzel), (orzel, reszka), (reszka, orzet), (reszka, reszka)},

liczy cztery elementy, zapiszemy symbolicznie |{2| = 4.

W rozwigzaniach kilku kolejnych przyktadowych zadan bedziemy wypisywali zdarzenia
elementarne i na tej podstawie okreslali zbior {2 wszystkich zdarzen elementarnych i liczbe
jego elementow.

Definicja: Zdarzenie

Dowolny podzbiér zbioru {2 bedziemy nazywac zdarzeniem, a elementy takiego
podzbioru bedziemy nazywac zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi temu
zdarzeniu.

Zbior pusty, czyli zdarzenie, ktéremu nie sprzyja zadne zdarzenie elementarne,
nazywamy zdarzeniem niemozliwym.

Zbior (2, czyli zdarzenie, ktoremu sprzyja kazde zdarzenie elementarne, nazywamy

zdarzeniem pewnym.
Przyktad 6

Poniewaz w doswiadczeniu rozpatrywanym w poprzednim przykltadzie zbior £2 ma
cztery elementy, to réznych zdarzen w tym doswiadczeniu jest 2¢ = 16 (tyle jest bowiem
wszystkich podzbioréow czteroelementowego zbioru f2).




Przykladowymi zdarzeniami w doswiadczeniu losowym, polegajgcym na dwukrotnym
rzucie symetryczng monetg sa:

o A = {(orzet, reszka), (reszka, orzet)}. Takiemu zdarzeniu sprzyjaja dwa zdarzenia
elementarne, wiec zapiszemy, ze |A| = 2. Zdarzenie to mozna bytoby opisa¢ stownie,
np. tak: A - zdarzenie polegajgce na tym, ze wypadlo tyle samo ortow, co reszek.

o B = {(orzet, orzel), (orzel, reszka), (reszka, orzet)}. Temu zdarzeniu sprzyjaja trzy
zdarzenia elementarne, zatem |B| = 3. Zdarzenie to mozna byloby opisa¢ stownie,
np. tak: B - zdarzenie polegajace na tym, ze wypad! co najmniej jeden orzel.

o C = {(reszka, reszka)}. Temu zdarzeniu sprzyja jedno zdarzenie elementarne, stad
|C| = 1. Zdarzenie to mozna byloby opisa¢ stownie, np. tak: C - zdarzenie
polegajace na tym, ze wypadto mniej ortéw niz reszek.

Rozpatrzmy zdarzenia opisane stownie:

» D -zdarzenie polegajace na tym, ze wypadlo trzy razy wiecej ortow niz reszek. Zbior
D jest pusty - nie ma zdarzen elementarnych, ktore sprzyjaja temu zdarzeniu.
Zdarzenie D jest wiec niemozliwe.

» FE - zdarzenie polagajace na tym, ze wypadty dwa orty lub dwie reszki. Zdarzeniu
sprzyjaja dwa zdarzenie elementarne: (orzet, orzet), (reszka, reszka), zatem zapiszemy
E = {(orzel, orzel), (reszka, reszka)}, a co za tym idzie: |E| = 2.

o F -zdarzenie, ze wypadtly co najwyzej dwie reszki. Zdarzeniu F' sprzyjaja wszystkie
zdarzenia elementarne, zatem zapiszemy F' = (2. Oznacza to, ze F jest zdarzeniem
pewnym.

Fakt, ze zdarzenie A jest podzbiorem zbioru zdarzen elementarnych (2 zapisujemy tez,

uzywajac symbolu zawierania zbioréw: A C (2.

Zapoznaj sie z ponizszymi animacjami.



\J §

Q=1{4,3,2,6,1,5} Q = {O,R}

M’ Liczba elementéw zbioru § jest rowna 6. M Liczba elementéw zbioru Q jest rowna 2.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIG7KvOmeRn2L

atrapa:opis animacji

Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jak wygladaja zbiory zdarzen elementarnych w dwoch podstawowych
doswiadczeniach losowych: rzucie kostkg do gry oraz rzucie moneta.

Q = {(6, R); (2, R); (1, R); (5, R); (5, 0); (3, 0);
(4, 0); (3, R); (2, 0); (4, R); (1, O); (6, 0)}

» Liczba elementow zbioru  jest rowna 12.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIUhGalPSBI5SX

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.


file:///preview/resource/RlG7Kv9meRn2L
file:///preview/resource/R1UhGalPSBl5X

Animacja przedstawia jak wyglada zbior zdarzen elementarnych w doswiadczeniu losowym
polegajacym na jednoczesnym rzucie kostkg i rzucie moneta.

Okreslimy teraz, jak bedziemy oblicza¢ prawdopodobienstwo w tak zwanym schemacie
klasycznym.
Twierdzenie: Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Rozpatrzmy doswiadczenie losowe, w ktorym wszystkie zdarzenia elementarne sg
jednakowo prawdopodobne, a {2 jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych.
Prawdopodobienstwem P(A) zdarzenia A C {2 nazywamy wowczas iloraz liczby zdarzen
elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A przez liczbe wszystkich zdarzen
elementarnych:

P(A) = %.

Przyktad 7

W doswiadczeniu losowym polegajacym na dwukrotnym rzucie symetryczng monetg
wszystkie zdarzenie elementarne s jednakowo prawdopodobne. Zatem obliczajac
prawdopodobienstwa zdarzen, mozemy skorzystac z definicji klasycznej. Obliczymy
w ten sposob prawdopodobienstwa zajScia zdarzen opisanych w poprzednim
przyktadzie.

Przypomnijmy, ze w tym do$wiadczeniu |{2| = 4. Oznacza to, ze:

o jezeli A = {(orzel, reszka), (reszka, orzeh)}, to P(A) = % =2=1
o jezeli B = {(orzel, orzel), (orzel, reszka), (reszka, orzeh)}, to P(B) = % ="
o jezeli C = {(reszka, reszka)}, to P(C) = % =4

jezeli D to zdarzenie, ze wypadto trzy razy wiecej ortow niz reszek, to D = (), stad
_ 1Dl _ 0o _

jezeli E to zdarzenie, ze wypadty dwa orty lub dwie reszki, to E = {(orzet, orzet),

(reszka, reszka)}, stad P(E) = % =21

jezeli F'to zdarzenie, ze wypadly co najwyzej dwie reszki, to F' = (2, stad

F
P(F)==4=1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja.



z5» Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liczby oczek wickszej od 4. N Zdarzenie B polega na wyrzuceniu parzystej liczby oczek.

A={6,5} B ={4,2,6}

M Liczba elementéw zbioru A jest rowna 2. 2 M Liczba elementéw zbioru B jest rowna 3.
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne B‘ . Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B jest rowne E ¥

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RKQhugWIXZppG

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia w jaki sposob obliczy¢ prawdopodobienstwo wystgpienia
okreslonego zdarzenia losowego w doswiadczeniu losowym polegajagcym na rzucie kostka
do gry w dwoch przypadkach.

Wazne!
Warto zapamie¢ta¢ dwa wnioski wynikajace z klasycznej definicji prawdopodobienstwa:
1. P(0) = ”% = % = 0, co oznacza, ze prawdopodobienstwo zdarzenia
niemozliwego jest rowne 0,

2. P(02) = % = 1, co oznacza, ze prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest

rowne 1.

Whitasnosci prawdopodobienstwa
Przyktad 8

W kopercie znajduje si¢ 11 kartek, ponumerowanych od 1 do 11. Z tej koperty wybieramy
losowo jedng kartke. Obliczymy prawdopodobienstwo otrzymania:

1. liczby podzielnej przez 4,
2. liczby niepodzielnej przez 4.

Za zdarzenie elementarne w takim doswiadczeniu przyjmujemy wylosowanie jednej
sposrod 11 kartek. Poniewaz wylosowana kartka jest jednoznacznie przypisana do



file:///preview/resource/RKQhugWJXZppG

zapisanego na niej numeru, wiec nie doprowadzimy do zadnych nieporozumien, kiedy
zbior wszystkich zdarzen elementarnych zapiszemy skrotowo

2=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

Mamy wiec |£2| = 11.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowano liczbe podzielng przez 4,

B - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowano liczbe niepodzielng przez 4.

Wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne, wobec tego przy
obliczaniu prawdopodobienstw zdarzen A, B, C skorzystamy z definicji klasyczne;.

1. Wérod liczb ze zbioru 2 znajdujemy liczby podzielne przez 4 - s3 to 4 oraz 8, zatem
mozemy zapisa¢ skrotowo, ze A = {4, 8}.
Oznacza to, ze s dwa zdarzenia elementarne, ktore sprzyjajg zdarzeniu A, wiec
|A| = 2.

A
Stad P(A) = 15 = &

2. Wérdd liczb ze zbioru {2 znajdujemy wszystkie liczby niepodzielne przez 4.
Zapisujemy zbior zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B:
B={1,2,3,5,6,7,9,10,11}.

Stad |B| =9, awiec

_ Bl _ 9

P(B) = 150 = 11

Zauwazmy, ze do opisanego zbioru B nalezg wszystkie zdarzenia elementarne, ktore
nie sprzyjajg zdarzeniu A (mozemy tez powiedzie¢, ze zbior B jest dopetnieniem
zbioru A do zbioru f2).
Taka zalezno$¢ miedzy dwoma zdarzeniami opisuje si¢ za pomoca pojecia zdarzenia
przeciwnego.

Definicja: Zdarzenie przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A, nalezacego do zbioru zdarzen elementarnych
2, nazywamy takie zdarzenie A’ nalezace do {2, ktéremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia
elementarne, ktore nie sprzyjaja zdarzeniu A.

Z tej definicji wynika, ze rowniez zdarzenie A jest zdarzeniem przeciwnym do A’.



Zauwazmy, ze poniewaz zdarzenia A i A’ sg roztgczne (A N A’ = () oraz ich sumg jest zbior
wszystkich zdarzen elementarnych 2 (A U A’ = 2), wigc liczba wszystkich zdarzen
elementarnych jest suma liczb zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A oraz
zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A’.

2] = |A] + |47,

Jesli obie strony otrzymanej rownos$ci podzielimy przez liczbe dodatnig |{2|, to otrzymamy

2 |4 |4
(20192 |9
Poniewaz A oraz A’ sa zdarzeniami ze zbioru {2, wiec liczba % to prawdopodobienstwo

, o A’ . .
zdarzenia A, natomiast liczba % to prawdopodobienstwo zdarzenia A’. Stad

P(A)+ P(A’) =1
Prawdziwe jest zatem twierdzenie.

Twierdzenie: o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego

Zalézmy, ze A jest zdarzeniem ze zbioru zdarzen elementarnych {2. Wtedy
prawdopodobienstwo zdarzenia A’, przeciwnego do A, wyraza si¢ wzorem

P(A’) =1 — P(A).
Przyktad 9

W pewnym doswiadczeniu losowym dane jest zdarzenie A oraz zachodzi rownos¢
3-P(A)=T7-P(A’), gdzie A’ jest zdarzeniem przeciwnym do A. Obliczymy
prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A.

Przeksztalcamy rowno$¢ dang w tresci zadania, korzystajac z zalezno$ci miedzy P(A’) i
P(A)

3-P(A)=7-(1—-P(A4)),

3-P(A)=7—17-P(A),




10- P(A) =T.

Stad wynika, ze:

Przyktad 10

Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wybieramy losowo jedng liczbe. Obliczymy
prawdopodobienstwo, ze otrzymana liczba jest podzielna przez 6 lub przez 10.

Za zdarzenie elementarne w takim doswiadczeniu przyjmujemy wylosowanie jednej
sposrod 90 dwucyfrowych liczb naturalnych. Zbior wszystkich zdarzen elementarnych
zapiszemy

2 ={10,11,12,...,99}.

e sposob I:

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne, ktore sprzyjaja zdarzeniu ,,otrzymana
liczba jest podzielna przez 6 lub przez 10”:

{10, 12,18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 50, 54, 60, 66, 70, 72, 78, 80, 84, 90, 96}.
Jestich 21.

Korzystajgc z definicji klasycznej, stwierdzamy wigc, ze szukane prawdopodobienstwo

ot 21 _ 7
Jest rowne 90 — 30°

e sSposob II:

Oznaczmy:
A - zdarzenie, ze wylosowano liczbe podzielna przez 6,

B - zdarzenie, ze wylosowano liczbe podzielng przez 10.
Zatem

A ={12,18,24,30, 36,42, 48, 54, 60, 66, 72, 78,84, 90, 96 },
B = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90}.

Zdarzenie, ktorego prawdopodobienstwo mamy obliczy¢: ,otrzymana liczba jest
podzielna przez 6 lub przez 107, to suma zdarzen A oraz B.



Zdarzenia A i B nie sg rozigczne, a ich cze$¢ wspolna to zdarzenie
AN B ={30,60,90}.

Przy obliczeniu zadanego prawdopodobienstwa skorzystamy ze wzoru na liczbe
elementow sumy dwoch zbiorow

|AUB| = |A| +|B| —|AN Bj.

Poniewaz |A| = 15, |B| =9i|AN B| = 3,to
|AUB|=|A|+|B|—-|ANnB|=15+9 —3 = 21.

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo zdarzenia A U B jest rowne

AUB| 21 7

2] 90 30

P(AUB) =

Zauwazmy, ze dla dowolnych zdarzen A, B ze zbioru zdarzen elementarnych {2 ze wzoru
na liczbe elementow sumy dwoch zbiorow

|AUB| = |A| +|B|—|ANB

’
wynika, ze

AuB| _ |4l |B| |ANB
2] 2 19 2]

Poniewaz A U B oraz A N B sg réwniez zdarzeniami ze zbioru {2, wiec na mocy definicji
klasycznej otrzymujemy zalezno$c

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B).

Zapoznaj si¢ z ponizszymi animacjami.



'ﬁ Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liczby oczek wigkszej od 4,

A= {6,5}

w Liczha elementéw zhioru A jest rdwna 2.

zajicia A jest rowne % i w Zdarzenie B polega na wyrzuceniu liczby ocaek mniejszo) od 2.

B = {1}

@b Liczba clementow zbions B jest rowna 1.
dop i zajicia

B jest rdwne é a

u e € polega na w licehy oezek od 2
Iub liezby oczek wicksze] od 4.

C=46,1,5}

w Liczba elementdw zhioru C jest rowna 3,

fistwo zajicia i cmmn.:—;.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RK8tdS93N5abW

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zespot autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja pokazuje, ze prawdopodobienstwo sumy dwoch niezaleznych zdarzen losowych
jest rowne sumie prawdopodobienstw zajScia tych dwoch zdarzen.

w Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liezby scrok witksze] od 2,

A = {4.' 3’ 6! 5}

Tl Liczba clementéw zbioru A Jest réwna 4,

zajicia A jest riwne % w za S B o P Vesloy Dotk

B ={3,1,5};

@b Liczba clementow zbions B jest rowna 3.
dop i zajicia

B jest rdwne %
lw i € polaga s liesby oezek
Iub liezby oczek wichsze] od 2.

C={4,3,6,1,5}

b* Liczba elementdw zbioru C jest rowna 5, 5
Astwo zajicia ia € jest réwna 2.

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RsWyBMNnrtUBK

atrapa:opis animacji
Zrodto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Animacja pokazuje, ze prawdopodobienstwo sumy dwoch zdarzen losowych nie zawsze jest
rowne sumie prawdopodobienstw tych zdarzen.

w Zdarzenie A polega na wyrzuceniu liczby oczek wiekszej od 4. @ Zdarzenie B polega na wyrzuceniu liczby oczek mniejszej od 2.

A = {6, 5} B = {1}

M Liczba elementdw zbioru A jest rowna 2. M Liczba elementdw zbioru B jest rowna 1.
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne —6‘ . Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B jest rowne ‘6 &

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIErVkVxk3uM1

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Animacja przedstawia jakie zdarzenia nazywamy roztgcznymi.

N Zdarzenie A polega na wyrzuceniu parzystej liczby oczek. M Zdarzenie B polega na wyrzuceniu liczby oczek wiekszej od 4.

A={4, 26} B = {6,5}

w Liczba elementéw zbioru B jest réwna 2.

w Liczba elementéw zbioru A jest rowna 3.
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B jest rowne —é i

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne E 4

oz Zdarzenie D polega na wyrzuceniu liczby oczek wiekszej od 4

o Zdarzenie C polega na wyrzuceniu liczby oczek wickszej od 4
i parzystej liczby oczek.

lub parzystej liczby oczek.

C=4{4,265} D = {6}

Liczha elementéw zbioru D jest rowna 1.

Liczha elementéw zbioru C jest rowna 4.
Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia D jest rowne 3

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia C jest rowne &

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RRA6T88vHwowG

atrapa:opis animacji
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Animacja przedstawia w jaki sposob wyglada suma oraz iloczyn dwoch zdarzen losowych.

Otrzymujemy zatem, ze prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie: o prawdopodobienstwie sumy dwéch zdarzen

Zalozmy, ze A oraz B sg zdarzeniami ze zbioru zdarzen elementarnych 2. Wtedy
prawdopodobienstwo sumy A U B zdarzen A oraz B wyraza si¢ wzorem

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANn B),

gdzie A N B to zdarzenie, ktore jest iloczynem (cze$cig wspolng) zdarzen A, B.
Przyktad 11

Zalozmy, ze w pewnym do$wiadczeniu dane sg zdarzenia A i B, przy czym ich
prawdopodobienstwa sa rowne odpowiednio % i 13—1 W tym doswiadczeniu pewne jest
zdarzenie, ze zajdzie zdarzenie A’ lub zdarzenie B’ (gdzie A’ oraz B’ oznaczaja
zdarzenia przeciwne do zdarzen odpowiednio A i B). Obliczymy prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze zajdzie jednocze$nie zdarzenie A’ i zdarzenie B’.

Obliczamy

N 2 5
P(4)=1-PA)=1-- =2

oraz

, 3 8
P(B)=1-P(B)=1-— = —.

Z treéci zadania wiemy, ze P(A’ U B’) = 1, a mamy obliczy¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia A’ N B’.

Korzystajgc z twierdzenia o prawdopodobienstwie sumy, zapisujemy
P(A’UB) = P(A’) + P(B’) — P(A’ N B).

Stad prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zajdzie jednocze$nie zdarzenie A’ i zdarzenie
B’ jest rowne

P(A’mB’):P(A’)+P(B’)—P(A’UB)_2 %-1:7—7.

Przyktad 12




Wsrod 216 uczniow klas maturalnych pewnej szkoty ponadpodstawowej
przeprowadzono sondaz na temat poczytnosci dwoch tygodnikow: \Widoki” oraz
»2Rokowania”. Okazato sie, ze tygodnik ,Widoki” czytaja 144 osoby, tygodnik ,Rokowania”
czytaja 132 osoby, a oba te tygodniki czyta 80 osob.

Obliczymy prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze osoba wybrana losowo z tej grupy nie
czyta zadnego z tych tygodnikow.

Za zdarzenie elementarne przyjmujemy wylosowanie jednej osoby z grupy
ankietowanych uczniow. Zatem |{2| = 216.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowana osoba czyta tygodnik ,Widoki”,
B - zdarzenie, ze wylosowana osoba czyta tygodnik ,,Rokowania”

Z tresci zadania wynika, ze |A| = 144,

B| =132 oraz |A N B| = 80, zatem liczba |A U B|
0s0b, ktore czytajg jeden lub drugi tygodnik jest rowna

|AUB| = |A|+ |B| — |AN B| =144 + 132 — 80 = 196.
Stad
2] — |AU B| = 216 — 196 = 20.

to liczba osob, ktore nie czytajg zadnego z tych tygodnikow.

Oznacza to, ze szukane prawdopodobienstwo jest rowne

_ 20 5
P=516 ~ 51

Zaleznosci miedzy liczbami uczniow w tym zadaniu mozna przedstawi¢ schematycznie
za pomocg diagramu.



WSZyscCy uczniowie - 216

Widoki Rokowania

216 - (64 + 80 + 52) = 216 - 196 = 20

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
WpisaliSmy w nim po kolei

« liczbe ucznidw, ktorzy czytajg oba tygodniki: 80,

o liczbe uczniow, ktorzy czytaja tygodnik ,Widoki” i nie czytaja tygodnika ,Rokowania”:
144 — 80 = 64,

 liczbe uczniow, ktorzy czytajg tygodnik ,Rokowania” i nie czytajg tygodnika ,Widoki”:
132 — 80 = 52,

 liczbe ucznidw, ktorzy nie czytaja zadnego z tych dwoch tygodnikow:
216 — (64 + 80 + 52) = 20.

Przyktad 13

Z pudetka zawierajgcego 8 kul ponumerowanych od 1 do 8 losujemy jednoczesnie dwie
kule. Obliczymy prawdopodobienstwo zaj$cia takiego zdarzenia A, ze suma
wylosowanych liczb jest rowna 11.

Przedstawimy dwa sposoby opisu zbioru zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu.
e sposob I:

Poniewaz z pudetka zawierajgcego 8 kul losujemy jednoczesnie dwie kule, wigc
zdarzenie elementarne zapisujemy jako dwuelementowy podzbior {a, b} zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8}. Zatem zdarzen elementarnych jest tyle, ile dwuelementowych
podzbioréw zbioru o$mioelementowego, stad

8.7

2 = —— =28.
2] = =~ =28

Zdarzeniu, ze suma wylosowanych liczb jest rowna 11, sprzyjajg nastepujace 3 zdarzenia
elementarne: {3, 8}, {4, 7}, {5,6}. Wobec tego | A| = 3, co oznacza, ze



e sposob II:

Poniewaz dodawanie jest przemienne, wi¢c suma nie zmieni si¢, kiedy rozréznimy kule
ze wzgledu na kolejnos¢, w ktorej zostaly wylosowane. Kazde zdarzenie elementarne
zapisujemy wtedy jako dwuelementowy ciag (a, b), gdzie a, b sg réznymi elementami ze
zbioru {1, 2, 3,4,5,6, 7,8} numeréw kul znajdujacych sie w pudetku. Wszystkich
zdarzen elementarnych jest wiec

2] =87 = 56.

Zdarzeniu, ze suma wylosowanych liczb jest rowna 11 sprzyjaja nastepujace zdarzenia
elementarne: (3, 8), (4,7), (5,6), (6,5), (7,4), (8,3). Stad |A| = 6, co oznacza, ze

Doswiadczenia dwuetapowe - metoda drzewa
Przyktad 14

Uczniowie trzeciejklasy otrzymali do rozwigzania zestaw 50 zadan powtorzeniowych
z matematyki. Zadania byly ponumerowane od 1 do 50. Pewna ich cz¢$¢ to zadania
kodowane, a pozostate to zadania zamkni¢te.

Ania rozwigzata wszystkie te zadania w ciggu dwoch dni. Pierwszego dnia rozwigzata
60% zadan zestawu, przy czym potowe tych zadan stanowity zadania kodowane. Wéréd
zadan rozwiazanych przez Anie drugiego dnia co pigte byto kodowane.

Obliczymy, jakie jest prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze przy losowaniu zadania z tego
zestawu otrzymamy zadanie kodowane.

e sposob I:

Za zdarzenie elementarne w opisanym doswiadczeniu przyjmujemy wylosowanie
jednego sposrod 50 zadan.

Obliczenia liczby zadan kodowanych przeprowadzimy w dwoch etapach.

1. Obliczymy liczbe zadan rozwigzanych w kazdym dniu przez Ani¢: w pierwszym dniu
Ania rozwigzata 60% - 50 = 30 zadan, a wiec w drugim dniu Ania rozwigzata 20




zadan (to jest 40% wszystkich).
2. Obliczymy liczbe zadan kodowanych rozwigzanych przez dziewczynke pierwszego
dnia oraz drugiego dnia.

Pierwszego dnia dziewczynka rozwigzata 15 zadan kodowanych (jest to potowa z 30
zadan rozwigzanych w tym dniu), natomiast drugiego dnia Ania rozwigzata % -20=14
zadania kodowane.

Wobec tego wszystkich zadan kodowanych jest w tym zestawie 15 + 4 = 19.

Mamy model klasyczny (zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne), co
oznacza, ze szukane prawdopodobienstwo jest rowne

e sSposob II:

Zauwazmy, ze potowa z % wszystkich zadan to zadania kodowane rozwigzane przez Ani¢
pierwszego dnia, a % %

drugiego dnia.

z + wszystkich zadan to zadania kodowane rozwiazane przez Ani¢

Zatem zadania kodowane stanowig % wszystkich zadan (jak to jest pokazane na

diagramie), co oznacza, ze szukane prawdopodobienstwo jest réwne p = <>

50 *
(31.93,-1.1)
dzien | dzien Il

zadania kodowane

31,21 19

P=5'275 5 50

(48.04, -7.29)
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Przebieg omawianego doswiadczenia mozna tez przedstawi¢ schematycznie w postaci
drzewa. Rozréznimy dwa etapy: (1) wybdr dnia, w ktorym zadanie zostato rozwigzane,
(2) wybor typu zadania rozwigzanego w danym dniu.

Na rysunku ponizej pogrubiong linig zaznaczyliSmy gatezie odpowiadajagce wynikom:
wylosowano zadanie kodowane rozwigzane pierwszego dnia (na niebiesko), wylosowano
zadanie kodowane rozwigzane drugiego dnia (na pomaranczowo).



3 2
5 5
dzien | dzien Il
1 1 1 4
2 2 5 5
kodowane / dzieh | testowe / dzien | kodowane / dzien Il testowe / dzien |l

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Na kazdej gatezi zapisaliSmy tez, jakie jest prawdopodobienstwo wyboru danej opcji na
konkretnym etapie doSwiadczenia.

Zbierajac te informacje, zauwazymy zasade, wedtug ktorej obliczamy szukane
prawdopodobienstwo, idgc po kazdejz pogrubionych gatezi. Obliczamy iloczyn
prawdopodobienstw zdarzen z kolejnych etapow, a nastepnie obliczamy sume
uzyskanych iloczynow:

Stad

19
P= %0
W kolejnym przyktadzie pokazemy, jak umiejetnosci zwigzane z obliczaniem
prawdopodobienstwa mozna wykorzysta¢ do analizowania informacji, jakimi jesteSmy

zasypywani przez media wykorzystywane przez reklamodawcow.
Przyktad 15

Statystyki pokazujg, ze w pewnym kraju 1 osoba na 1000 jest nosicielem pewnego
groznego wirusa. Firma XMed oglosila, ze opracowata badanie pozwalajgce skutecznie
rozpoznac nosicielstwo tego wirusa. Przedstawiciele tej firmy przypominajg, ze nosiciel
wirusa moze stac si¢ zrodtem zakazenia dla osob przebywajgcych w jego otoczeniu

i wrazliwych na infekcje, dlatego tez wykrywanie oraz leczenie nosicieli wirusow jest
spotecznie pozadane. Podano przy tym, ze po przeprowadzeniu badania opracowanego
przez XMed wirus zostanie prawidtowo wykryty u nosiciela w 99, 9% przypadkow, aw
99% przypadkow da sie jednoznacznie okresli¢, ze badana osoba nie jest nosicielem
wirusa.



Ustalimy, czy na podstawie tych danych jesteSmy w stanie oceni¢ skutecznos¢ badania
opracowanego przez XMed.

W tym celu obliczymy najpierw, jakie jest prawdopodobienstwo, ze badanie opracowane
przez XMed wykryje nosicielstwo.

Zatozmy, ze wybieramy losowo obywatela tego kraju. Z tres$ci zadania wynika, ze

_1_
1000 *
» prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy osobe, ktora nie jest nosicielem

wirusa, jest rowne %,

» prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy nosiciela wirusa, jest rowne

» prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku badania wirus zostanie wykryty u nosiciela,
jest rowne %,
» prawdopodobienstwo tego, ze w wyniku badania wirus zostanie wykryty u osoby,

ktora nie jest nosicielem, jest rowne 1(1]—0

Zapiszmy te prawdopodobienstwa na drzewku.

999 1
1000 1000
osoba nie jest nosicielem osoba jest nosicielem
1 99 999 1
100 100 1000 1000
nie jest nosicielem / nie jest nosicielem / nosiciel / nosiciel /
badanie pozytywne badanie negatywne badanie pozytywne badanie negatywne

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze badanie wykryje nosicielstwo, jest
rowne

999-(1+10
1 999 999 1 1 999 999 10 _ ( )

P = 000 " 1000 1000 ~ 100 — 1000 ~ 1000 1000 ~ 1000 — 1000-1000

_ 99911  _ ~
= Tooo1000 — 0,01098...~0,011.

Zatem o nosicielstwie dowiaduje si¢ po badaniu $rednio jedenascie osob na tysiac.

Postawmy si¢ w sytuaciji osoby, ktora po badaniu otrzymata informacije, ze jest nosicielem
wirusa. Ustalimy, na ile ta informacja jest wiarygodna - w tym celu obliczymy, jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze osoba, ktora na podstawie badania zostata uznana za
nosiciela, jest rzeczywiscie nosicielem wirusa.

Zalozmy, ze kraj opisany w tresci zadania ma milion mieszkancow. Wtedy na podstawie



danych z tresci zadania 1000 z nich to nosiciele wirusa, a 999000 to osoby, ktore nie sg
nosicielami.

W wyniku badania przeprowadzonego przez XMed:

999 z 1000 nosicieli dowie si¢ o tym fakcie (wirus zostanie prawidlowo wykryty
u nosiciela w 99, 9% przypadkow),

9990 sposrod 999000 pozostatych osob rowniez zostanie zdiagnozowanych jako nosiciele
wirusa (w 99% przypadkow da sie jednoznacznie okresli¢, ze badana osoba nie jest
nosicielem wirusa), a przeciez zadna z nich nosicielem nie jest.

Dyskwalifikujaca dla skutecznosci tego badania jest jednak proporcja tych dwoch grup
0sob, ktore otrzymaty informacje o nosicielstwie: jest wérod nich 10 razy wiecej osob,
ktore nie sa nosicielami wirusa!

Wobec tego prawdopodobienstwo zdarzenia, ze osoba, ktora w wyniku badania firmy
XMed dowie si¢ o nosicielstwie jest rzeczywiscie nosicielem wirusa, jest rowne ﬁ To
zdecydowanie za mato, zeby uznac to badanie za skuteczne.

Cwiczenie 1 ®

W pewnej klasie jest 3 razy wiecej chtopcéw niz dziewczat. Losujemy jedng osobe z tej klasy.
Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dziewczynki. Wskaz odpowiedz zawierajaca
prawidtowe rozwigzanie.

3
7

1
1

o O O

3
1

O 3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2

Ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} wybieramy losowo jedna liczbe.
Oblicz prawdopodobieristwo p otrzymania liczby podzielnej przez 5. Wskaz odpowiedz
zawierajaca prawidtowe rozwiazanie.

O p<

o=

O p>+
O p=1+

O p=%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 3
Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych losujemy jedng liczbe. Oblicz

prawdopodobienstwo wylosowania liczby o sumie cyfr réwnej 16. Wskaz odpowiedz
zawierajaca prawidtowe rozwiazanie.

o O O
-

o %

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 4 >

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia, w ktorym dwukrotnie otrzymamy liczbe oczek mniejszg od 3. Wskaz odpowiedz
zawierajaca prawidtowe rozwigzanie.

o[~

o O O
cofro

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 5 ®

Ze zbioru {1,2,3,4,5,6, 7,8} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz
prawdopodobienstwo p wylosowania pary liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 7. Wskaz
odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwiazanie.

O p=17
O p=¢
O p=+%

_ T
OP—3—2

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 6

Rzucamy 3 razy symetryczng moneta. Oblicz prawdopodobienstwo p zajscia zdarzenia,
w ktérym doktadnie raz wyrzucimy orta. Wskaz odpowiedz zawierajaca prawidtowe
rozwiazanie.

O p=3
O p=%
O p=3%

O p=1%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7

Zatézmy, ze w pewnym doswiadczeniu losowym dane jest zdarzenie A, ponadto A’ jest
zdarzeniem przeciwnym do A oraz zachodzi réwnos¢ 2 - P(A) = 3 - P(A’). Oblicz
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A. Wskaz odpowiedz zawierajaca prawidtowe
rozwigzanie.

wlro

o O O
e

e

O 3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8 @

Rzucamy dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zajscia zdarzenia, w ktorym otrzymamy sume oczek podzielng przez 7 lub przez 11. Wskaz
odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwigzanie.

»Jkln—ﬂ

o O O
=

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 9 ®

W kazdym z dziewieciu pojemnikdéw znajduje sie para kul: jedna biata, a druga - czerwona.

Z kazdego z tych dziewieciu pojemnikéw losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobienstwo p
wylosowania takiej samej ilosci kul biatych i czerwonych. Wskaz odpowiedz zawierajaca
prawidtowe rozwigzanie.

o O O
]
V
e

b=+

1
O p<s3

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 10 ©

W pewnej klasie stosunek liczby dziewczat do liczby chtopcow jest rowny 7 : 11. Losujemy
osiem 0s6b z tej klasy. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dwie z nich urodzity sie w tym
samym dniu tygodnia?

(O wiecejod +
O %
2
. . 1
(O mniejod +
O %
4
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 11 ®
W pudetku znajduje sie 17 kul, ponumerowanych od 1 do 17. Z tego pudetka losujemy jedng
kule. Przeciagnij liczbe w puste pole, aby otrzymaé prawdziwe zdanie.

..............

4 |||y s || 1408 | B 7 Ly 6 1116 ]9 |2 || 15
17 17 1 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17
17 1) 3 || 12
17 17 17

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 12

W pudetku znajduje sie 130 losow, wsrod ktoérych jest pewna liczba wygrywajacych.
Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybierajac z tego pudetka jeden los, wyciagniemy los
wygrywajacy, jest rowne 2—16. lle loséw pustych jest w tym pudetku? Wskaz odpowiedz

zawierajaca prawidtowe rozwiazanie.

O 25

O 125

O 105

O 5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

Ze zbioru {1,2,3,...,39,40} dodatnich liczb catkowitych, ktére nie sa wieksze od 40,

®

®

wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo p dla podanych przypadkéw.

Potacz w pary zdanie z odpowiednim prawdopodobienstwem p.

Prawdopodobienstwo otrzymania
liczby podzielnej przez 7.

Prawdopodobienstwo otrzymania
liczby, ktéra nie dzieli sie przez 4.

Prawdopodobienstwo otrzymania
liczby mniejszej od 30.

Prawdopodobienstwo otrzymania
liczby dwucyfrowej.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

29
40

31
40

oo

N[5



Cwiczenie 14 P
W auli pewnej szkoty wszyscy uczniowie klas trzecich bedg pisac¢ probny egzamin maturalny.
Na liscie egzaminowanych jest: 36 uczniéw klasy 3a, w tym 16 dziewczynek, 35 uczniéw klasy
3b, w tym 14 dziewczynek, 31 uczniow klasy 3¢, w tym 12 dziewczynek oraz 38 ucznidéw klasy
3d, w tym 35 dziewczynek. Dla kazdego ucznia przygotowano jeden stolik, a stoliki
ponumerowano kolejnymi liczbami, zaczynajac od 1. Przed wejsciem do auli uczniowie maja

losowac¢ numer stolika, przy ktéorym bedga pisali ten probny egzamin. Przeciggnij liczbe w puste
pole, aby otrzymac prawdziwe zdanie.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze numer 1 wylosuje:

« osoba z klasy 3a wynosi

. osobazklasy 3blub zKlasy 3cwynosi|

- dziewczynka z klasy 3d wynosi ”””””””

» chtopiec Wynosi{ ____________________
BERERaaann

20 35 35 70 55 o 1 3

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 ®
Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz

prawdopodobienstwo p dla podanych przypadkéw. Potacz w pary zdanie z odpowiednim
prawdopodobienstwem p.

Prawdopodobienstwo wylosowania

Y
liczby, ktérej suma cyfr jest parzysta. P=3
Prawdopodobienstwo wylosowania

liczby, ktérej suma cyfr jest mniejsza niz p= i—g

17.
Prawdopodobienstwo wylosowania 9
liczby, ktérej iloczyn cyfr jest parzysty. P= 3
Prawdopodobienstwo wylosowania 29
P=30

liczby, ktérej iloczyn cyfr jest réwny 24.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16 O
100 uczniow klas trzecich brato udziat w balu studniowkowym. Na poczatku tej imprezy
zaplanowane byty dwa tance: polonez i walc. Poloneza zatanczyto 60 oséb, natomiast walca
zatanczyto 90 oséb. Wiadomo tez, ze oba te tance klasyczne zatanczyty 53 osoby. Jaka
wartosc przyjmuje prawdopodobienstwo p zdarzenia, polegajacego na tym, ze osoba wybrana

losowo sposréd uczestnikdw balu nie zatanczyta zadnego z tych dwéch tancéw? Wskaz
odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwiazanie.

37

3

O P = F00
__ 10

7

O p=1w
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 17 Q)
W klasie trzeciej jest 35 ucznidw. W kazdy pigtek, w dodatkowych zajeciach z matematyki
bierze udziat 30 z nich, a w kazdy wtorek 17 uczniow tej klasy bierze udziat w dodatkowych
zajeciach z geografii. Wiadomo tez, ze 4 sposrod uczniéw tej klasy nie bierze udziatu
w zadnym z tych dwoch dodatkowych rodzajow zajec. Jakg wartosé przyjmuje
prawdopodobienstwo p zdarzenia, polegajacego na tym, ze osoba wybrana losowo sposrod

uczniéw tej klasy bierze udziat zarowno w dodatkowych zajeciach z geografii, jak
i z matematyki? Wskaz odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwigzanie.

O p=4%
O p=14t
O p=3

_ 13
O b= 37

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 18 O
W pewnym dos$wiadczeniu losowym dane jest zdarzenie A, natomiast A’ jest zdarzeniem
przeciwnym do A. Przeciagnij liczbe w puste pole, aby otrzymaé prawdziwe zdanie.

______________

Prawdopodobieristwo zdarzenia Adla2 - P(A’) = 7- P(A) wynosi P(A) =
Prawdopodobieristwo zdarzenia A dla P(4) = P(4’) + & wynosi P(A) =

Tl A2 41124 ]2
17 | |5 || 17 || 5 || 17 9 || 5 || 5|9

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

T
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Cwiczenie 19 P

W pewnym doswiadczeniu losowym A i B s3 zdarzeniami, A’ jest zdarzeniem przeciwnym do
A, B’ jest zdarzeniem przeciwnym do B.

1. Jaka wartos¢ prawdopodobienstwa odpowiada P(A U B), wiedzac, ze zdarzenia A i B s3

roztaczne oraz P(A’) = %, P(’B) = 0,61? Wskaz odpowiedz zawierajaca prawidtowe

rozwigzanie.

P(AUB) =0,39

P(AUB) =0, 64

o O O

P(AUB)=0,25

(O P(AUB)=0,36

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

2. Jaka warto$¢ prawdopodobienistwa odpowiada P(A N B), jesli P(AU B) = 2,
PA) = % P(PB) = %? Wskaz odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwigzanie.

O PAUB) =+
O PAUB) =%
O PAUB) =%
O PAUB) =

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20 O
W kopercie znajduje sie 10 kartek, ponumerowanych od 1 do 10. Z tej koperty losujemy dwa

razy po jednej kartce ze zwracaniem. Przeciagnij liczbe w puste pole, aby otrzymad prawdziwe
zdanie.

..............

27
100

9 1 5 9 81 81
100 10 10 10 100 100
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 Q)

Rzucamy dwa razy symetryczna szesScienng kostka do gry. Przeciagnij liczbe w puste pole, aby
otrzymac prawdziwe zdanie.

Prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze:

3

2023|113 L
6 || 4 || 4|4 || 4]||6]|F6

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

1
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Cwiczenie 22 P
Losujemy dwa wierzchotki sposrod wszystkich wierzchotkéw siedmiokata foremnego. Jaka
wartos$¢ przyjmuje prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosujemy w ten sposdéb konce

pewnej przekatnej tego wielokata? Wskaz odpowiedz zawierajgca prawidtowe rozwigzanie.

_ 3
Op—7
_ 2
Op—g
_ 1
Op—g

_ 2
Op—7

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 23 QO]
Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze
zwracaniem. Oblicz prawdopodobienstwo dla podanych przypadkéw. Potacz w pary zdanie
z odpowiednim prawdopodobienstwem.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A,
polegajacego na wylosowaniu dwéch

P(A) = 22
liczb, z ktérych pierwsza jest 0 2 lub o 3 (4) = 1o
mniejsza od drugiej.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A4,
polegajacego na wylosowaniu dwéch P(4) = 17
liczb, ktorych suma kwadratéw jest o121
podzielna przez 3.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A4,
polegajacego na wylosowaniu dwéch 9
. o . . P(A) = 5p
liczb, ktérych iloczyn jest podzielny
przez 10.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A,
polegajacego na wylosowaniu dwéch 17
P(A) = &1

liczb, ktérych suma jest podzielna przez
7.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 24 ®
Rzucamy dwa razy symetryczng sze$cienng kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo
takiego zdarzenia A, ze w pierwszym rzucie wypadnie liczba oczek wieksza niz w drugim

i iloczyn liczb wyrzuconych oczek bedzie podzielny przez 4? Zaznacz poprawng odpowiedz.

o

o O O
SAIS

2
6

O %
6
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 25 @
Z pojemnika, w ktorym jest 20 loséw: 3 wygrywajace oraz 17 pustych, losujemy dwa razy po
jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo p zdarzenia, w ktérym oba
wylosowane losy beda wygrywajace. Wskaz odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwiagzanie.

2
OP—E
_ 3
Op—ﬁ
_ 2
Op—ﬁ

O p=5=

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 26 @
W kopercie jest 15 kartek ponumerowanych liczbami od 1 do 15. Z tej koperty losujemy
jednoczesnie dwie kartki. Oblicz prawdopodobienstwo dla podanych przypadkéw. Przeciggnij
liczbe w puste pole, aby otrzymad prawdziwe zdanie.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze iloczyn liczb na wylosowanych kartkach jest

..............

2 3 1 8 5 e 4 6
15 15 15 15 15 15 15 15
Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 27 @
W klasie jest 35 ucznidw, przy czym chtopcédw jest o 3 mniej niz dziewczynek. Losujemy dwie
osoby z tej klasy. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wsréd wylosowanych oséb

bedzie co najmniej jedna dziewczynka? Wskaz odpowiedzZ zawierajacg prawidtowe
rozwigzanie.

Y

Q b= 35
152

O p==5
_ A

O P= 19

95
O p=17

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 2.5.



Cwiczenie 28 @
W talii 52 kart do brydza jest po 13 kart w kazdym z czterech koloréw: trefl, karo, kier, pik.

W kazdym kolorze jest jeden as, a takze trzy figury: krél, dama, walet oraz kart numerowanych
od 2 do 10. Z takiej talii 52 kart losujemy dwa razy po jednej karcie bez zwracania. Jaki jest
prawdopodobienstwo p zdarzenia, ze obie wylosowane karty beda figurami? Wskaz
odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwiazanie.

_ 43
O P = 351
__ 57
O P = 351
__ 28
Q P = 551

_ 11
O P = 3557
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 29 @
W pudetku znajduija sie kule, przy czym co dziesiata z nich jest biata, a kazda z pozostatych ma
kolor czerwony lub kolor zielony. Przy losowaniu jednej kuli z tego pudetka
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej lub zielonej jest trzy razy wigksze niz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej lub biatej. Jakg wartosé przyjmie
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze przy losowaniu jednej kuli z tego
pudetka wylosujemy kule zielong? Wskaz odpowiedz zawierajgcg prawidtowe rozwiazanie.

_ 1
Op—ﬁ
_ 3
Op—ﬁ
_ 1
Op—ﬁ

O p=1%

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 30 @

Rzucamy trzy razy symetryczng sze$cienng kostka do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo
zdarzenia A - doktadnie raz wypadnie széstka? Wskaz odpowiedz zawierajaca prawidtowe
rozwiazanie.

O P(4)= %
O P(4)=1
O PA)=%

1
O P(A) =45
Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 31 @
W kopercie jest 5 kartek ponumerowanych liczbami naturalnymi od 1 do 5. Losujemy z tej
koperty po kolei 5 kartek, a wyniki kolejnych losowan notujemy jeden za drugim, zapisujac

w ten sposob liczbe pieciocyfrowa. Przeciggnij liczbe w puste pole, aby otrzymac prawdziwe
zdanie.

Prawdopodobienstwo, ze w wyniku takiego postepowania zapiszemy liczbe, w ktoérej:

7

e 1
10

5

1
2

L S22 2]]|3|]4
10 5 10 5 10 5

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 32 @

Rzucamy trzy razy symetryczng szeScienng kostka do gry. Rozstrzygnij, ktére zdarzenie jest
wtedy bardziej prawdopodobne: A - wypadta suma oczek réwna 11 czy B - wypadta suma
oczek rowna 12. Wskaz odpowiedZ zawierajgcg prawidtowe rozwigzanie.

() Zdarzenie B jest bardziej prawdopodobne.

() Zdarzenie A jest bardziej prawdopodobne.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 33 @
W pewnej grze losowej zakreslamy 6 liczb wybranych ze zbioru {1, 2, 3, ..., 49}. Wybrane
liczby sg nastepnie poréwnywane z szeScioma wylosowanymi z tego samego zbioru przez
maszyne losujaca. lle wynosi prawdopodobienstwo p tego, ze zakreslajac 6 liczb trafisz
gtéwng wygrang, czyli prawidtowo wytypujesz wszystkie 6 wylosowanych numeréw? Wskaz
odpowiedz zawierajaca prawidtowe rozwiazanie.

o 1
P = 712683827

- 1
P = 11733322

o O O

- 1
P = 73983816

_ 1
O p= 12404451

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



