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Znajdowanie ekstremow funkciji juz od dziesigcioleci jest istotng czescig pracy naukowcow
z roznych dziedzin, m.in. z ekonomii, fizyki czy statystyki.

Teoria ekstremow okazuje sie by¢ bardzo przydatnym narzedziem w technice i statystyce,
a takze w odniesieniu do zagadnien optymalizacyjnych. Wiekszo$¢ problemow, z ktorymi
borykajg sie wspotczes$ni badacze predzej czy pozniej sprowadza si¢ do znalezienia
ekstremum funkciji istotnej dla zadania. Maksymalizowanie pola przy zadanym obwodzie
danej figury ptaskiej (np. prostokata) jest przyktadem problemu, ktory rozwigzujemy przy
wykorzystaniu ekstremum funkcji kwadratowe;.

Twoje cele

o Wyznaczysz ekstremum funkcji kwadratowe;j.

» Zastosujesz posta¢ kanoniczng funkcji kwadratowej do okreslania wspotrzednych
wierzchotka paraboli, bedacej wykresem tej funkciji.

e Okreslisz zaleznos¢ miedzy znakiem wspotczynnika a w postaci ogolnej funkcji
kwadratowej, a charakterem ekstremum.




Przeczytaj

Ekstrema, czyli maksima i minima, to pewne wartosci przyjmowane przez rozpatrywang
funkcje. Intuicyjnie latwo zrozumie¢, czym jest minimalna i maksymalna wartoS¢ danej
funkciji, jednak sformalizowanie tego pojecia nie jest az tak proste.

Funkcja kwadratowa posiada dokladnie jedno ekstremum w punkcie, ktory jest
wierzchotkiem wykresu funkcji kwadratowej. Oznacza to, ze nie musimy szukac
ekstremum lokalnego, mozemy od razu przejs¢ do wyznaczania ekstremum globalnego
funkcii.

Definicja: Maksimum, minimum globalne

Niech dana bedzie funkcja rzeczywista f : X — R. Powiemy, ze funkcja f osiaga
maksimum globalne w punkcie o € X, jezeli dla dowolnego punktu z € X spelniona
jest nieré6wno$c¢

f(zo) = f(x)

Analogicznie, powiemy, ze funkcja f osigga minimum globalne w punkcie zy € X, jezeli
dla dowolnego punktu x € X zachodzi nierownos¢

f(zo) < f(z)

Liczbe f(zy) nazywamy wowczas (odpowiednio) najwieksza lub najmniejszg warto$cia
funkcji f w zbiorze X.

Ekstrema pojawiaja si¢ w wielu problemach wspoétczesnejnauki. W niektorych
przypadkach wyznaczenie minimalneji maksymalnejwartosci dla danej funkciji jest
zadaniem trudnym. W przypadku funkcji kwadratowej jest jednak inaczej, co wynika
z ksztaltu jej wykresu tj. paraboli. Przypatrzmy si¢ ponizszym wykresom.



=2

Kazda parabola (opisywana réwnaniem y = az?> + bz + ¢) ma dokladnie jeden wierzchotek.
Wierzchotek ten odpowiada najwigkszejlub najmniejszej wartosci przyjmowanej przez

zadang funkcje kwadratowg - charakter tego ekstremum zalezy od znaku wspoétczynnika a
2

przy wyrazeniu x°.
Jak obserwujemy na wykresach, skierowane ku gorze ramiona paraboli (czyli dodatni
wspotczynnik a) przekitadajg sie na istnienie minimum globalnego funkcji kwadratowe;j.
W takiej sytuacji funkcja nie jest ograniczona z gory, wiec nie mozemy mowic o jej
maksimum globalnym.



Z kolei w przypadku, gdy a ma warto$¢ mniejszg od zera, minimum globalne nie istnieje, ale
za to parabola posiada maksimum globalne. Mozemy wiec sformutowac nastepujaca
obserwacije.

Wazne!

Zwro¢my teraz uwage na wazng obserwacije.
Funkcja kwadratowa f : R — R zadana wzorem f(z) = ax? + bx + ¢ ma dokladnie
jedno ekstremum globalne. Jest to minimum, w sytuacji gdy a > 0, za§ maksimum, gdy

a <0.

Wspolrzedne takiego ekstremum mozna wyznaczy¢ z postaci kanonicznej funkciji
kwadratowej, czyli dla f(z) = a(x — p)* + g wierzchotek paraboli opisywanej przez
wzor funkcji f znajduje sie w punkcie o wspotrzednych (p, q). Oznacza to, ze funkcja
kwadratowa ma ekstremum globalne w punkcie p o wartosci gq.

Przyktad 1
Wyznaczymy ekstremum globalne funkciji f(z) = 2 - (z — 1)* — 3.
Rozwigzanie

Poniewaz a = 2 > 0, to funkcja ma minimum globalne w punkcie p = 1, wynoszace
q=f(p) = -3

(p; @) = (1;—3)

minimum globalne

Jezeli wzor funkcji kwadratowejjest zapisany w postaci iloczynowej, to argument, w ktorym
znajduje si¢ minimum (lub maksimum) globalne, jest Srednig arytmetyczng miejsc zerowych
tej funkciji.

Twierdzenie: Ekstremum globalne


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Niech dana bedzie funkcja kwadratowa f : R — R okres$lona wzorem w postaci
iloczynowej f(x) = a(x — x1)(z — z3). Wowczas funkcja f posiada ekstremum globalne
w punkcie
Tt
p = 12 2
Przyktad 2

Wyznaczymy ekstremum globalne funkcji kwadratowej: f(z) = —2 - (z — 2)(z — 4).

Rozwigzanie
Poniewaz a = —2 < 0, to funkcja ma maksimum globalne w punkcie p = # =3.
Najwieksza wartoS$¢ przyjmowana przez te funkcje wynosi wiec
g=f38)=-2-3-2)(3—-4)=-2-1-(-1) =2.
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W przypadku gdy funkcja kwadratowa jest podana w postaci ogolnej, zagadnienie
znajdowania ekstremum funkcji kwadratowej sprowadza si¢ do wyznaczenia wierzchotka
opisywanej przez nig paraboli.

Twierdzenie: Wierzchotek paraboli

Niech dana bedzie funkcja kwadratowa f : R — R w postaci ogolnej
f(x) = az® + bx + c.

Woéwczas wierzchotek paraboli opisanej przez funkcje f znajduje sie w punkcie (p, q),
gdzie pi g opisane sg wzorami

_ =b
p_2a’
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Przyktad 3

Wyznaczymy ekstremum globalne funkcji f(z) = z? + 4z — 2.

Rozwigzanie

Poniewaz a = 1 > 0, to funkcja ma minimum lokalne w punkcie p = — % = -2
Najmniejsza wartoS¢ osiggana przez t¢ funkcje mozemy obliczy¢ nastepujaco:

g=f(-2)=(-2)+4-(-2)—-2=4-8-2=—6

lub z podanego wyzej wzoru

. —4441(-2)  —16-8 _ -24 —6
- 41 -4 T 4 — :
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(p; q) = (=2; —6) /5l

minimum globalne

Przyktad 4

Wyznaczymy dla jakiej warto$ci parametru m € R funkcja f okre$lona wzorem
f(xz) = mx? — (m + 2)x + 5 osiaga ekstremum dla = 1. Czy jest to maksimum czy
minimum?

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie x = 1 oznacza to, ze

_ m+2
1= 2m



Wzor szukanej funkeii, to f(z) = 22? — 4z + 5. Poniewaz a = 2 > 0, to funkcja
w punkcie z = 1 osigga minimum lokalne.

Najmniejsza wartos$¢ osiggana przez ta funkcje mozemy obliczy¢ nastepujaco:

f(l)=2—-4+5=3.

Do czego mozna wykorzysta¢ umiejetno$¢ wyznaczania ekstremow funkcji kwadratowe;j?
Wyjasniamy to na praktycznym przykladzie.

Przyktad 5

Wyznaczymy maksymalne pole prostokata, ktorego obwod wynosi 48 cm. Podamy tez
dtugosci bokow, przy ktorych osiggane jest to maksymalne pole.

Rozwigzanie

Przypomnijmy wzory na pole i obwod prostokata o bokach, ktorych dlugosci oznaczymy
przezxiy.

P=z-y

L =2x+2y

Podstawiamy znang nam wartos¢ obwodu do wzoru.

48 = 2z + 2y

Dzielimy obie strony rownosci przez 2.

24d=x+y

Przeksztalcamy rownos¢, wyznaczajgc z niej wartosc y.

y=24—z,z € (0,24)

Podstawiamy tak przedstawiona dtugos$¢ boku y do wzoru na pole prostokata.
P=z-(24—1z),z € (0,24)

Wartos$¢ pola rozwazanego prostokata, w zaleznosci od dtugosci boku z, jest wyrazona
przez nastepujacg funkcje kwadratowa:

P = —x? 424z, x € (0,24)




Poniewaz a = —1 < 0, to funkcja w wierzchotku osigga najwigkszg wartosc.
Wypiszemy wspotczynniki powyzszej funkciji kwadratowe;.
a=-1,b=24,¢=0

Maksymalng warto$¢ pola prostokata wyznaczamy, korzystajac ze wzoru na wspotrzedng
q wierzchotka paraboli.

= 144

A —24%44(-1)0 576
9= 2a = 7 (41 "

Uzyskany wynik to 144 cm?. Jest to najwieksze pole, jakie moze mie¢ prostokat
0 obwodzie 48 cm.

Obliczymy teraz dlugosci bokéw prostokgta o maksymalnym polu. W tym celu
wykorzystujemy wzor na wspotrzedng p punktu opisujacego wierzchotek paraboli.

b 24
P=% =31 =12

Zatemz = 12 cmiz € (0,24) jest dlugoscig boku, dla ktorej obliczone wczesniej
maksymalne pole jest osiggane. Dtugos¢ boku y wyliczamy z zaleznoSci:

y=24—=x
co daje:
y=12

Wiedzac wiec, ze * = y = 12 cm mozemy stwierdzi¢, ze maksymalne pole powierzchni
dla prostokata o obwodzie 48 cm wynosi 144 cm? i jest osiagane przez kwadrat o boku
12 cm.

Przyktad 6

Na bokach prostokata o obwodzie 20 cm oparto cztery trojkaty rownoboczne.
Wyznaczymy jakie powinny by¢ dtugosci bokow trojkata, aby pole catej figury ztozonej
z prostokata i trojkatow bylo najmniejsze.

Rozwigzanie

Korzystajgc z poprzedniego przyktadu wiemy, ze wzory na pole i obwod prostokata
o bokach, ktorych dlugosci oznaczymy przez x i y, to

P=zx-y,

L =2x + 2y.



Podstawiamy znang nam wartos¢ obwodu do wzoru.
20 =2x + 2y

Dzielimy obie strony rownosci przez 2.

100=xz+y

Przeksztalcamy rownos¢, wyznaczajgc z niej wartosc .
z=10—y,y € (0,10).

Podstawiamy tak przedstawiona dtugo$¢ boku = do wzoru na pole trojkata
rownobocznego.

Oznaczmy:
P, - pole trojkata o boku z,

P, - pole trojkata o boku y.

Pl — m241/§ — (y_lg)z\/g,

Py =15
Zatem pole catlejfigury bedzie rowne:

2. /3 im2
Po=(10—y)y+2- L5 4. L1V

P=10y— 32+ 1 (y2\/§ 4 (y— 10)2\/§)
P, = (\/5 - 1) 2+ (10 _ 10\/§)y + 503,y € (0,10).
Poniewaz a = v/3 — 1 > 0, to funkcja w wierzchotku osigga najmniejszg wartosc.

Obliczymy dtugosci bokow prostokata, tak aby otrzymana figura miata najmniejsze pole.
W tym celu wykorzystujemy wzor na wspotrzedng p punktu opisujacego wierzchotek
paraboli.

p==L = _(10_10\@) _ 535 V34l _ 10 _ g
2a 2(V3-1) V3-1 3+l 2

Zatemy =5 cmiy € (0,10) jest dlugoscig boku, dla ktérego obliczone wczesniej
minimalne pole jest osiggane. Diugos¢ boku x wyliczamy z zaleznoSci:

r=10—y



co daje:
T = 9.

Widzimy, ze boki prostokata, dla ktorych pole catej figury ztozonej z prostokata

i trojkatoéw bylo najmniejsze, maja dlugosci: ¢ = y = 5 cm.

Stownik
wyroéznik wielomianu stopnia drugiego

liczba charakterystyczna dla funkcji kwadratowej oznaczana przez A; przy zapisie funkcij
W postaci:

f(z) = ax?® 4 bx + ¢, to wyrdznik ten zadany jest wzorem A = b* — 4ac
posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

zapis wzoru funkcji kwadratowejw postaci iloczynu czynnikow liniowych; korzystanie
z niego jest mozliwe, gdy wyr6znik trojmianu kwadratowego jest nieujemny; dla takich
funkciji zapis ten ma postac:

f(z)=a-(x—x1) - (z — x2), gdy A > 0, gdzie z1, x5 s3 miejscami zerowymi funkcji f
flz)=a-(x— w0)2, gdy A = 0, wowczas xg jest miejscem zerowym funkcji f
posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej

zapis wzoru funkcji kwadratowej, w ktorym wyeksponowany jest wierzchotek paraboli
bedacejjej wykresem; funkcja przedstawiona w tej postaci opisana jest wzorem:

f(z) = a- (z — p)* + q, gdzie (p, q) sa wspolrzednymi wierzchotka paraboli;
w przeciwienstwie do postaci iloczynowej, posta¢ kanoniczna istnieje zawsze,

niezaleznie od wartos$ci wyroznika trojmianu kwadratowego
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Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zmieniaj wartosci wspotczynnikéw funkcji kwadratowej opisanej réwnaniem
f(z) = ax? 4 bx + c. Obserwuij, ktére z parametréw wptywaija na potozenie
ekstremum, a ktoére jedynie modyfikuja przyjmowana w tym ekstremum wartos$¢ funkcji f.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/De5QdAPEN


https://zpe.gov.pl/a/De5QdAPEN

Polecenie 2

Wzér funkcji f

Polecenie 3

minimum globalne

f(z) =22%+3
f(z) = —x? + 4z
f(z) =2*+2z — 2
f(z) =2x* — 8z +6

f(z) = —x* — 6z — 6

Wykorzystaj symulacje. Ustaw wartosci wspotczynnikéw a, b, ¢ w taki sposéb, by otrzymany
przez Ciebie wykres odpowiadat opisanym w tabeli funkcjom kwadratowym. Nastepnie
odczytaj wspotrzedne punktéw, w ktorych podane funkcje majg swoje ekstrema i wpisz

w tabele poprawne liczby.

Potozenie ekstremum Wartos¢ ekstremum
(wspétrzedna p wierzchotka | (wspoétrzedna q wierzchotka
paraboli) paraboli)

Dla podanych funkcji kwadratowych okresl, czy posiadajg one minimum czy maksimum
globalne. Przeciaggnij poprawne wartosci w odpowiednie miejsca.

fl) =222+ 4z +1, f(z) = —522 + 2z + 2, f(z) =2 (z — 6)° + 4,
f(z) = —(x 4+ 7)* — 7, maksimum globalne, minimum globalne, maksimum globalne,

Funkcja

Ekstremum globalne

f(z) =222 +4z + 1

f(z) = —5x% + 2z + 2

flz)=2-(z—6)*+4

fl®)=—(x+7)2-7




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Funkcja kwadratowa zadana wzorem f(z) = (z — 3)2 —4

() osiaga maksimum globalne dla z = —3.
() osiaga minimum globalne dla z = —4.
() osiaga minimum globalne dla z = 3.

() osiaga maksimum globalne dla z = 3.

Cwiczenie 2 ®
Ktory z ponizszych wykreséw przedstawia funkcje kwadratowg z zaznaczonym jej minimum?

M
= N W A<

—2—1?123456X




Cwiczenie 3

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Jaka najwiekszg warto$¢ moze osiggnac funkcja
f(z) = 22% + 52?

() Funkcja f nie posiada maksimum.
O 5
O 7

O -5



Cwiczenie 4

Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej okres$l charakter jej ekstremum i wartosé w nim
0siggana.

|
N-
|
A
o
[any
N
w
=
(5]
()]
<y

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Maksimum, warto$¢ 3.

() Minimum, warto$¢ 7.

() Minimum, warto$¢ 3.

() Maksimum, wartos¢ 7.



Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Charakter ekstremum (tj. czy jest to minimum, czy maksimum)
funkcji kwadratowej zalezy od:

wyrazu wolnego.

znakow jej miejsc zerowych.

o O O

delty, tj. wyrdznika tego tréjmianu kwadratowego.
() liczby jej miejsc zerowych.

() wspotczynnika przy z2.

Cwiczenie 6

Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Wiadomo, ze funkcja kwadratowa f ma
ekstremum w punkcie xy = 4, w ktérym przyjmuje wartosc¢ f(a:o) = —8. Wéwczas funkcja f
moze wyrazac sie wzorem

() f(z)=2*—8z+24
() f(z) = —x®+ 8z —24
0 fla)=(z—4)" -8

() f(z) = (z+4)°+8



Cwiczenie 7

Dla jakiej wartosci parametru m € R funkcja f okreslona wzorem
f(z) = mz® — (m + 1)z + 7 osiaga ekstremum dla z = 3?

Cwiczenie 8 @

Trajektorie lotu pitki mozna opisa¢ za pomoca wykresu funkcjiy = 2 + 4a — %a:z. Wyznacz
najwyzsza wysokosé, na jakiej moze znalez¢ sie pitka w trakcie lotu.

Cwiczenie 9 @

lle wynosi najwieksze pole, jakie moze mie¢ prostokat o obwodzie rownym 60 dm?



Dla nauczyciela

Autor: Filip Turobos

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ekstremum funkcji kwadratowe;j

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

8) interpretuje wspotczynniki wystepujagce we wzorze funkcji kwadratowejw postaci
ogolnej, kanoniczneji iloczynowej (jesli istnieje);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» znajduje ekstremum funkcji kwadratowe;j,

 stosuje postac¢ kanoniczng funkcji kwadratowej do okreslania wspotrzednych
wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem tej funkcii,

« analizuje zalezno$¢ miedzy znakiem wspotczynnika a postaci ogolnej funkcii
kwadratowej, a charakterem ekstremu

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
o liga zadaniowa;
» praca z ekspertem.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajaca w temat: , Ekstremum funkcji
kwadratowej’, przypomina podstawowe pojecia dotyczace tematu.

2. Nauczyciel wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu i przechodzi do
weryfikacji wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Eksperci przedstawiaja pozostatym uczniom symulacje interaktywng. Nauczyciel
uzupelnia informacje i wyjasnia watpliwosci.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 1-6 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych), uczniowie uzasadnienia wskazanych
odpowiedzi notuja w zeszytach. Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia jako
pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniéw ocenami za aktywnosc.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemoéw z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/tem si¢ jak...”.



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Ekstrema funkciji
Wskazowki metodyczne:

»Symulacje interaktywng” mozna réwniez wykorzysta¢ w realizacji lekcji ,Ekstremum
funkcji”.


https://epodreczniki.pl/a/ekstrema-funkcji/D1FL9brbH

