Pierwiastki wielokrotne wielomianu. Liczba
pierwiastkow wielomianu

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja

« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Pierwiastki wielokrotne wielomianu. Liczba

pierwiastkow wielomianu

Wiemy, ze wielomian stopnia n ma co najwyzejn pierwiastkow rzeczywistych. Mozna go
zapisa¢ w postaci iloczynu statejniezerowej, dwumianow postaci  — ay (gdzie ag jest
pierwiastkiem wielomianu) oraz ewentualnie nierozktadalnych wielomian6w stopnia
drugiego. Wprowadzenie liczb zespolonych pozwoliloby unikng¢ wyjatku z wielomianami
stopnia drugiego - bo w liczbach zespolonych zawsze mozna je roztozy¢ na dwumiany
pierwszego stopnia, ale pojecie liczb zespolonych wykracza poza szkolne podstawy
programowe.

W tejlekcji skupimy sie na wielomianach, w ktorych rozktadzie na czynniki dwumian
wystepuje wiecej niz raz. Jednym z najprostszych przyktadow jest wielomian
W)=22—2z+1=(x—1)(z—1) = (z—1)°.

Ciekawostka

Pojecie liczb zespolonych wigze si¢ z wprowadzeniem tzw. jednostki urojonej ¢, czyli
liczby, ktorej kwadratem jest (—1). Dla liczb rzeczywistych jest to niemozliwe, bo kwadrat
liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny.

Twoje cele

e Zapoznasz si¢ z pojeciem krotnosci pierwiastka wielomianu.




o Dowiesz sig, jak traktowac pierwiastki wielokrotne przy ustalaniu liczby
pierwiastkow wielomianu.



Przeczytaj

Przyktad 1

Wyznaczmy wszystkie pierwiastki rzeczywiste wielomianu
W(z) = 2z* — 92° + 1522 — 11z + 3.

» Zacznijmy od sprawdzenia, czy wielomian ma pierwiastki catkowite, ktorych
szukamy wsrod dzielnikow catkowitych wyrazu wolnego 3.

 tatwo stwierdzi¢, ze W(1) = 0, mozemy wiec po wykonaniu dzielenia zapisa¢, ze
W(z) = (z — 1)(22° — 72* + 8z — 3).

« Sprawdzmy, czy wielomian 2x® — 7x? + 8z — 3 ma pierwiastki catkowite.
Fatwo obliczy¢, ze pierwiastkiem tego wielomianu jest 1.

» Powykonaniu kolejnego dzielenia mozemy wigc zapisac, ze
W(z) = (z — 1)*(22% — 5z + 3).

» Stosujgc metody rozktadu trojmianu kwadratowego na czynniki mozemy zauwazyc,
ze2z® — 5z +3=2(z —1)(z — %),wifgc
W(z) =2(z —1)°(z — 3).

« Pierwiastkami wielomianu W (z) sg zatem liczby 11 <, przy czym 1 jest okreSlane
jako pierwiastek potrojny, inaczej pierwiastek trzykrotny lub pierwiastek majacy
krotnosc¢ 3.

Definicja: Pierwiastek wielokrotny

Liczba a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W (z) gdy wielomian W (z) jest
podzielny przez (z — a), ale nie jest podzielny przez (z — a)*™. Mozemy wtedy
powiedzie¢, ze k jest krotno$cig pierwiastka a.

Przyktad 2

Wskazmy przyktad wielomianu dziesigtego stopnia, ktory ma pierwiastek szeSciokrotny 5
oraz pierwiastek czterokrotny (—3). Ile takich wielomianow istnieje?

o Przyktadowy wielomian spetniajacy warunki zadania to
W(z) = (z — 5)%(z + 3)".

» Mozemy oczywiScie zapis¢ go w postaci sumy jednomianow, sprowadzenie do tej
postaci bez uzycia narzedzi elektronicznych bytoby jednak niezwykle zmudne:
W(z) = ' — 182° + 692® + 48827 — 35342° — 31802° + 57250z +
—15000z° — 421875z + 168750z + 1265625.

» Warunki zadania spetnia nieskonczenie wiele wielomianow, ale wszystkie beda
postaci V(z) = a(z — 5)%(z + 3)*, gdzie a moze by¢ dowolng liczbg rézng od zera.
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Przyktad 3

Ustalmy krotnosci wszystkich pierwiastkow wielomianu
W(z) = —3(z — 3)(z* — 3) (2* — 6z + 9) («* — 9).

e Zauwazmy, ze uzywajac wzorow skroconego mnozenia mozemy zapisac, ze
W(z) = —3(z — 3) (az - ﬁ) (a: + ﬁ) (z — 3)%(z — 3)(z + 3)
czyli po pogrupowaniu
W(z) = —3(z — 34 (zr: - \/3) (a: + \/5) (z +3).

o Wielomian ma zatem pierwiastek czterokrotny 3 oraz trzy pierwiastki pojedyncze:

V3, —v/3i-3.
Przyktad 4

Wykazmy, ze liczba (—2) jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu
W(z) = x + 32° — 5z* — 2523 — 302? — 28z — 24.

Dowdd bedzie sie sktada¢ z dwéch faz.
Czy wielomian jest podzielny przez (z + 2)3?

 Aby uzyska¢ odpowiedZ mozemy na przyktad podzieli¢ pisemnie wielomian W (z)
przez (z + 2)® = 3 + 6z% + 12z + 8.

e Mozemy tez wykonac trzykrotne dzielenie przez & + 2 za pomocg schematu
Hornera.

» Kazdy moze wybra¢ metode, ktorg uzna za wygodniejszg. Po wykonaniu dzielenia
okazuije sie, ze wielomian W (z) jest podzielny przez (z + 2)3 bez reszty, a w wyniku
dzielenia uzyskamy Q(a:) =% — 322+ — 3.

« 7 tego wnioskujemy, ze krotno$¢ pierwiastka (—2) wynosi co najmniej 3.

Czy wielomian jest podzielny przez (z + 2)*?

o Jedli (—2) ma by¢ pierwiastkiem trzykrotnym, to wielomian
Q(ac) = 2% — 32? + = — 3 nie moze by¢ podzielny przez x + 2.
« Dla sprawdzenia podzielno$ci wykorzystamy twierdzenie Bézouta obliczajac Q(—2).
e Q(—2)=-8-12—-2-3#0.
 Zatem wielomian W (z) nie jest podzielny przez (z + 2)*.

Podsumowanie
Z powyzszych obliczen wnioskujemy, ze (—2) jest pierwiastkiem trzykrotnym
wielomianu W (z).



Mozemy uwzglednic¢ pojecie pierwiastkow wielokrotnych przy okreslaniu liczby
pierwiastkow wielomianu:

Wiasnos$cé: Liczba pierwiastkéw wielomianu

» Wielomian stopnia n ma co najwyzejn pierwiastkow rzeczywistych
z uwzglednieniem ich krotnosci (pierwiastki wielokrotne liczymy tyle razy, ile
wynosi ich krotnos¢).

» Wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniejjeden pierwiastek rzeczywisty.

Stownik
liczba pierwiastkéw wielomianu

» wielomian stopnia n ma co najwyzejn pierwiastkow rzeczywistych
z uwzglednieniem ich krotnosci (pierwiastki wielokrotne liczymy tyle razy, ile
wynosi ich krotnosc¢)

» wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniejjeden pierwiastek rzeczywisty

pierwiastek wielokrotny

liczba a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W (z) gdy wielomian W (z) jest
podzielny przez (z — a), ale nie jest podzielny przez (z — a)*™. Mozemy wtedy

powiedzie¢, ze k jest krotno$cia pierwiastka a

pierwiastek wielomianu

dla wielomianu W (z) jednejzmiennej z to liczba x taka, ze W(zg) = 0
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Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z zaprezentowanym w animacji pojeciem wielokrotnego pierwiastka wielomianu
i przeanalizuj zaprezentowane przyktady zadan.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DChPOvHKc

Film nawigzujgcy do zagadnienia pierwiastkow wielokrotnych.

Polecenie 2

Wyznacz pierwiastki wielomianu
W(z) = (z* — 32° + 32° — z) (2° — z)
i okresl ich krotnosci.

Polecenie 3

Wyznacz pierwiastki wielomianu
W(z) = (20 — 64) (z* — 16)
i okresl ich krotnosci.



https://zpe.gov.pl/a/DChPOvHKc

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @

Cwiczenie 1 ©)
Dany jest wielomian W (z) = —2z°(z — 7)11 (x + 3)6. Przypisz kazdemu pierwiastkowi jego
krotnos¢.

z=0

pierwiastek jedenastokrotny ’

pierwiastek szesSciokrotny ’

pierwiastek pieciokrotny ’

z="1
z=-3
Cwiczenie 2 ¢

Kolorem zielonym oznacz zdania prawdziwe.
Kolorem czerwonym oznacz zdania fatszywe.

» {zielony}Wielomian stopnia pigtego nie moze miec¢ pierwiastka o krotnosci 7.{/zielony}

« {czerwonylezeli wielomian W (z) jest podzielny przez (z — 4)°, to liczba 4 na pewno
jest pierwiastkiem tego wielomianu o krotnosci 5.{/czerwony}

o {zielony}Jezeli w wielomianie stopnia si6dmego wyraz wolny i wspotczynnik przy z' s3
rowne 0, zas pozostate wspotczynniki sg rozne od 0, to 0 jest pierwiastkiem

dwukrotnym.{/zielony}



Cwiczenie 3 ¢

Jezeli wiadomo, Ze liczba a jest pieciokrotnym pierwiastkiem wielomianu W (z), wskaz zdania
prawdziwe.

(] Liczba a jest pieciokrotnym pierwiastkiem wielomianu (W (z))> + W (z).
() Liczba a jest dziesieciokrotnym pierwiastkiem wielomianu (W (z))?.

(] Liczba a jest pieciokrotnym pierwiastkiem wielomianu %W(m)

(] Liczba a jest dziesieciokrotnym pierwiastkiem wielomianu 2 - W (z).

(] Liczba a jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (z) + 3.

Cwiczenie 4

Wskaz wielomian, dla ktérego V3 jest pierwiastkiem dwukrotnym.

O zt-9
O 22+/3z—6
O 22 —/3z—6
O x®-81
O z*—622+9



Cwiczenie 5

Wsréd podanych wielomiandw wskaz wszystkie, ktére majg przynajmniej jeden pierwiastek
trzykrotny.

(2 —1)(2® — 1) (2* — 22% — 222 + 6z — 3)
(2 — 1) (2 — 1) (52" — 32° — 2)
(z +5)*(z® +z +3)

(z+2)(z* + 4z +4)

o o 0o 4o o

(m4—2m3—3m2+4w+4)(m2—x—2)

(] % — 61227 + 2723

Cwiczenie 6

Uzupetnij brakujace wspotczynniki tak, by uzyskaé wielomian, w ktérym —2 jest pierwiastkiem
trzykrotnym.

W(z) = 2:1:34—‘ ’a:Q—l—‘ ’:c—l—‘




Cwiczenie 7

Czy wielomian bedacy iloczynem trzech ponizszych czynnikéw ma pierwiastek trzykrotny?

(x+1) (3z — 1) (2> — %)
(4 —2?) (z° + 2?) (32 —1)
(2 — 62) (3z — 6) (2z + 6)
(¢ +3) (2? — 9) (@ +1)

Cwiczenie 8

Dane sg wielomiany

« Flz)=(z+1)(22+1) (2> +1)... (2 + 1)
c Gz)=(z—-1)(z>-1)(=z* - 1)...(z® - 1)

Uzupetnij zdania:

« Liczba 1 ‘wielomianu F(z).
« Liczba 1 _____________ wielomianu G(z).
. Liczba—1/ | ‘wielomianu F(z).

jest pierwiastkiem dwudziestokrotnym ’ ‘ jest pierwiastkiem jednokrotnym

nie jest pierwiastkiem ’ ‘ jest pierwiastkiem o krotnosci 210

jest pierwiastkiem dziesieciokrotnym ’




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pierwiastki wielokrotne wielomianu. Liczba pierwiastkoéw wielomianu
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla
zakresu podstawowego, a ponadto:

1. znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspoétczynnikach
catkowitych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje krotnos¢ pierwiastka wielomianu;
« ustala liczbe pierwiastkow wielomianu przy pierwiastkach wielokrotnych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Przedstawienie tematu zaje¢: ,Pierwiastki wielokrotne. Liczba pierwiastkow wielomianu”
oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Animacja” i poleceniem numer
1- ,Zapoznajsi¢ z zaprezentowanym w animacji pojeciem wielokrotnego pierwiastka
wielomianu i przeanalizuj zaprezentowane przyktady zadan.” Zapisuja ewentualne
pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie
ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiale elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg w parach ¢wiczenia 2-8. Uczniowie z trzech pierwszych par,
ktorzy rozwiaza najszybciej ¢wiczenia ttumaczg na forum klasy poszczegolne
rozwigzania. Za aktywnos¢ otrzymuja oceny.

Faza podsumowujaca:

Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci, odnoszac
sie do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji ,Wprowadzenie”.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 1 w sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

e Pierwiastki rownan


https://epodreczniki.pl/a/pierwiastki-rownan/DTwdUrxkE

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna potraktowac jako zadania domowe mogace pomoc w powtorzeniu
materiatu lekciji.



