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Zrédto: Luke Chessner, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Stowo prawdopodobienstwo jest interpretowane na wiele sposobow. Jedni twierdzg, ze
prawdopodobienstwo mierzy fizyczng tendencje wystapienia jakiegos zdarzenia, inni
uwazajg, ze prawdopodobienstwo jest miarg, jak mocno ktos$ wierzy, ze dane zdarzenie
wystapi.

Stowo prawdopodobienstwo uzywane jest w roznych kontekstach. Mozna na przyktad
powiedziec¢, ze prawdopodobnie zaraz zacznie padac, bo niebo pokryte jest gestymi
chmurami. Jest to ujecie prawdopodobienstwa na podstawie wcze$niejszych obserwaciji.
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Mozemy rozwazac¢ tez prawdopodobienstwo sktonnos$ci, oparte na prawie wielkich liczb.
Prawdopodobienstwo jest tez jednym z kluczowych elementow w inwestowaniu na
rynkach finansowych. Pozwala ono oceni¢, czy dana inwestycja stanowi dobrg okazje do
osiggniecia zysku, jak rowniez czy potencjalny zysk usprawiedliwia podjete ryzyko.
Niestety, ludzie majg sktonnoS¢ do podejmowania nieracjonalnych decyzji, co wynika

z subiektywnej oceny prawdopodobienstwa.

Warto wiec poznac¢ choc najprostsze sposoby obliczania prawdopodobienstwa zajscia
niektorych zdarzen losowych, z zastosowaniem prawdopodobienstwa klasycznego. A tym
wlasnie bedziemy zajmowac si¢ w tym materiale.

Twoje cele

» Obliczysz prawdopodobienstwo danego zdarzenia, korzystajgc z klasycznej definicij.

» Dobierzesz odpowiedni model probabilistyczny do zadania z kontekstem
realistycznym.

» Rozwiazesz zadanie probabilistyczne za pomocg aparatu algebraicznego.




Przeczytaj

Przeanalizujemy teraz kilka konwencjonalnych problemow, ktore mozna rozwigzac
z zastosowaniem prawdopodobienstwa klasycznego. Przypomnimy wiec najpierw definicje,
z ktorej bedziemy korzystac.

Definicja: Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Niech €2 bedzie skoniczonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych.

Prawdopodobienstwem zajécia zdarzenia A C (2 nazywamy liczbe:

P(A) = 44

W zadaniach bedziemy zakladac, ze wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo
prawdopodobne.

Przyktad 1

Wsrod dziesigciu losow na loterii znajduje sie jeden los wygrywajacy i dwa losy
uprawniajace do wyciggniecia nastepnego losu. Obliczymy, jakie jest
prawdopodobienstwo wygranej przy zakupie jednego losu i maksymalnym wykorzystaniu
uprawnien?

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wygranej przy zakupie jednego losu i maksymalnym
wykorzystaniu uprawnien.

Przedstawimy graficznie przebieg dosSwiadczenia.
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LOTERIA

Z grafu odczytujemy, ze mamy trzy mozliwosci wygrane;j.
Pierwsza mozliwos¢:
o prawdopodobienstwo jest rowne 1—10 (uzyskanie wygranejw pierwszym losowaniu).

Druga mozliwos¢:

e prawdopodobienstwo jest rowne 1% . % = % (uzyskanie wygranejw drugim
losowaniu).
Trzecia mozliwos¢:
o prawdopodobienstwo jest rowne 1% . % . % = % (uzyskanie wygranejw trzecim
losowaniu).

Prawdopodobienstwo finalne jest rowne sumie tych prawdopodobienstw.
1 2 2
P(A) = i0 T 90 T 720
_ 12 16 2
P(A) = 755 + 75 + 70

P(A) = =5

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajagcego na wygranej przy zakupie jednego losu

1

i maksymalnym wykorzystaniu uprawnien jest rowne <.

Przyktad 2



Na sznurze powieszonych jest pie¢ par skarpetek. Zdejmujemy ze sznura w sposob
losowy cztery skarpetki. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrod wybranych skarpetek
nie ma ani jednej pary.

Piec¢ par skarpetek, to dziesie¢ sztuk skarpetek, z ktorych losujemy cztery.

Q= () =210

Mamy 5 mozliwosci wylosowania takich skarpetek, aby nie byto wsrod nich ani jednej
pary.

Wsrod wybranych skarpetek sg:

a. cztery skarpetki sa z prawej nogi,

b. jedna skarpetka z lewej nogi trzy z prawej (nie tworzace pary),

c. dwie skarpetki z lewej nogi, dwie z prawej (nie tworzace pary),
d. trzy skarpetki z lewej nogi, jedna z prawej (nie tworzace pary),

e. cztery skarpetki z lewej nogi.

Zatem liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu: S - wéréd wybranych skarpetek nie ma
ani jednej pary, jest rowna:

SI= GO+ (E)+ O+ + (D6
S|=5+5-44+5-3-24+5-4-14+5=280
Wyznaczamy szukane prawdopodobienstwo.

P(A) = 315 = 37

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo, ze wsrod wybranych skarpetek nie ma ani jednej pary jest rowne

8
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Przyktad 3



Do finalu mistrzostw w akrobatyce cyrkowej
zakwalifikowato si¢ 10 zawodniczek.

Sposrod zawodniczek wylosowano trzy,
ktore jako pierwsze maja zaprezentowac
swoje umiejetnosci.

Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia
A polegajacego na tym, ze numer jednej
z wylosowanych zawodniczek jest rowny

sumie numeréw dwoch pozostatych
zawodniczek.

Zdarzeniami elementarnymi s3 trzyelementowe podzbiory zbioru
{1, 2, 3,4, 5,6, ..., 10}.

Q] = (}) =120
Wyznaczamy zdarzenia sprzyjajace zajsciu zdarzenia A.

Numer jednejz wylosowanych zawodniczek jest rowny sumie numerow dwoch
pozostatych zawodniczek, jezeli suma ta jest rowna:

a.10 (941, 8+2, 7+ 3, 6 + 4) - cztery mozliwosci,
b.9(8+1, 7+2, 6+ 3, 5+ 4) - cztery mozliwosci,
c.8(7+1, 642, 5+ 3) - trzy mozliwosci,
d.7(6+1, 5+2, 4+ 3) - trzy mozliwosci,

e.6 (5+1, 4+ 2) - dwie mozliwosci,

f.5(44+ 1, 3+ 2)-dwie mozliwosci,
g.4 (3 + 1) - jedna mozliwos¢,
h. 3 (2 4 1) - jedna mozliwosc¢.

Zatem
A|=2-442-3+2-24+1-2=20
Wyznaczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A:

PA) =2 =1

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze numer jednejz wylosowanych
zawodniczek jest rowny sumie numeroéw dwoch pozostatych zawodniczek jest rowne %



Wiele zadan z rachunku prawdopodobienstwa prowadzi do rozwigzywania nieréwnosci lub
rownan, w tym kwadratowych. Nalezy wtedy pamietac, ze uzyskane liczby musze speiniac
warunki zaktadane w tresci zadania. Z reguty uzyskane liczby powinny by¢ dodatnie

i wymierne.

Przyktad 4

Niech k bedzie liczba naturalng takg, ze 3 < k < 20. Sposrod liczb 1, 2, 3, . . ., 20 losujemy
trzy liczby bez zwracania. Prawdopodobienstwo tego, ze najwigksza z wylosowanych
liczb jest rowna k wynosi 73—6. Wyznaczymy liczbe k.

Zdarzeniami elementarnymi sa trzywyrazowe podzbiory zbioru
dwudziestoelementowego.

Zatem

2= (5) = 5w

‘Ql — 18~169‘20 = 1140

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze najwieksza z wylosowanych liczb jest rowna k.

Jesli najwieksza z wylosowanych liczb jest rowna k, to pozostate dwie liczby sa mniejsze
od k. Zatem wybieramy je spo$rod k — 1 liczb.

k—1 (k—1)!
Al = ( 2 ) = 2L (k-3)!

k—1)(k—2
\A\:( )2( )

Z powyzszych rozwazan wynika, ze prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest rowne

(k-1 (k-2)
_ s _ (k-1)(k-2)
P(A) = —i5— = 0

Z tresci zadania wynika, ze prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia A jest rowne %.

Otrzymujemy wiec rownanie

(k=1)(k—2) 3
2280 76

Z otrzymanego réwnania wyznaczamy k.

K -3k+2 _ 3 | .
280 — 76 | (0

k? —3k+2 =90

k* —3k—88=0




ky = % = —8 < 0 - liczba jest ujemna, nie speinia wigc warunkow zadania
ky =32 =11

Liczba 11 speinia warunek zaktadany w tresci zadania:

3<11<20

Odpowiedz:

Liczba k jest rowna 11.

Przyktad 5

Dany jest 2n 4 1 - kat foremny (n > 2, n € N). Wybieramy w sposob losowy trzy dowolne
wierzchotki tego trojkata i tworzymy z nich trojkat. Obliczymy prawdopodobienstwo
tego, ze srodek okregu opisanego na tym wielokgcie znajduje si¢ we wnetrzu powstatego
trojkata.

Wybieramy trzy sposrod 2n + 1 wierzchotkow. Zatem:

‘Q| — (2n;r1)

_ n(2n—1)(2n+1)
0 = ==—=—

Obliczymy najpierw prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego A’ - §rodek okregu
opisanego na wielokgcie nie nalezy do powstatego trojkata.

w




Jesli wybierzemy dowolny wierzchotek W wielokata, to istnieje doktadnie n
wierzchotkow wielokata o tej wiasnosci, ze wybierajagc dowolne dwa z nich otrzymujemy
trojkat o wierzchotku kata rozwartego w punkcie W.

Zauwazmy, ze to wiasnie te trojkaty nie zawieraja sSrodka okregu opisanego na
wielokacie. Ich liczba jest rowna (2n + 1) - (). Czyli:

A= (@2n+1)-(3)
n(n 1)

A= (2n+1)-

Prawdopodobienstwo zajScia tego zdarzenia jest rowne

P(A,) _ n(2n+;)(n71) : n(2n713)(2n+1)

( ,) 2Tl+1 (n ].) . 3 o 3-(”—1)
- n(2n—1)(2n+1) — 2-(2n-1)

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze Srodek okregu opisanego na tym wielokgcie znajduje
sie we wnetrzu powstatego trojkata.

P(A) =1 - P(4)

P(A) =1 3(n-1) _ 4n—2-3n+3

2:(2n—1) —  2:(2n-1)
P(A) = 3500y
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze srodek okregu opisanego na tym wielokacie znajduje sie

n+1

we wnetrzu powstatego trojkata jest rowne Zn-1) "

Stownik
klasyczna definicja prawdopodobienstwa

niech (2 bedzie skoficzonym zbiorem wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
jednakowo prawdopodobnych; prawdopodobienstwem zajScia zdarzenia A C 2
nazywamy liczbe:




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjg pokazujaca zastosowanie wzoru na iloczyn zdarzen, a nastepnie

rozwiaz polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DIINCygg7

Film nawigzujacy do zagadnienia iloczynu zdarzen.

Polecenie 2

Sposrod liczb —4, —3, —2, —1, 1, 2, 3, 4, 5, 6 losujemy jedng liczbe, a drugg liczbe sposrad
liczb —2, —1, 1, 2, 3, 4. Oblicz prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia polegajacego na
wylosowaniu liczb, ktérych iloczyn jest dodatni.



https://zpe.gov.pl/a/D11NCygg7

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. W torbie listonosza s3 listy i kartki pocztowe - razem n sztuk.
Listow jest m (m < m). Listonosz wycigga z torby w sposéb losowy k sztuk przesytek (

k < mn — m). Prawdopodobienstwo tego, ze wérdéd nich znajdzie sie doktadnie ¢ listéw (¢ < k,
t < m)jest rowne:

()
Cwiczenie 2 ®
Zaznacz poprawng odpowiedz. Z liczb 1, 2, 3, . . ., n wybieramy losowo dwie liczby. Oblicz

prawdopodobienstwo, Ze jedna z nich bedzie mniejsza od liczby k, a druga wieksza od liczby k
1< k<n).

k(n—k)
O n(n—1)




Cwiczenie 3

Winda z szeScioma pasazerami zatrzymuje sie na dziewieciu pietrach.
Zdecyduj czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe przeciagnij do tabeli poprawng odpowiedz.

Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wszystkie osoby wysiadg na réznych pietrach jest réwne
(9-8-7-6-5-4): 9% Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kazdy wysiadzie na innym pietrze
jest rowne 1 : 9, Prawda, Fatsz

Zdanie Prawda czy fatsz

Prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze wszystkie
osoby wysiada na réznych
pietrach jest réwne
(9-8-7-6-5-4):9°

Prawdopodobienistwo
zdarzenia, ze kazdy
wysigdzie na innym

pietrze jest réwne 1l : 9

Cwiczenie 4

Z talii 52 kart losujemy karty. Potagcz w pary zdarzenie oraz przyblizong wartosé
prawdopodobienstwa zajscia tego zdarzenia.

W losowaniu trzech kart wylosowanie

trzech dam. & W
W losowaniu dwdch kart, wylosowanie
, 0,04
dwoch dam.
W losowaniu czterech kart
. 0,21
wylosowanie czterech dam.
W jednokrot I i
jednokrotnym losowaniu 0,44

wylosowanie damy.



Cwiczenie 5

Na skwerze rosng dwie sosny, na ktérych tacznie siedzi dziesie¢ ptakow. Uzupetnij obliczenia
prawdopodobienstwa tego, ze na kazdym drzewie siedzi tyle samo ptakoéw. Przeciaggnij
odpowiednie liczby.

____________________

Q=

Zdarzeniami sprzyjajacymi zdarzeniu A - na kazdym drzewie siedzi tyle samo ptakéw sa
-------------------- E—elementowe kombinacje zbioru E'mm“m“mmé—elementowego.

A=

Obliczamy prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A.

PA) =

(2] (5] (s3] (10] 2] [10] (256 ][ (}) |




Cwiczenie 6

W bombonierce s3 czekoladki mietowe, karmelowe i malinowe. Czekoladek karmelowych jest
o 2 wiecej niz karmelowych. Czekoladki karmelowe stanowig 25% czekoladek mietowych.
Prawdopodobienstwo wyciagniecia z petnej bombonierki czekoladki malinowej jest réwne 1%
. Obliczymy ile byto wszystkich czekoladek.

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie zadania.

Mnozymy ,na krzyz” wyrazenia wystepujgce w réwnaniu. =
Wszystkich czekoladek jest 6z + 2. =
Wyznaczamy liczbe wszystkich czekoladek. =
x=41 $
Rozwigzujemy otrzymane réwnanie. =
13- (x+2)=3-(6z+2) =
6-4+2=26 =
5x = 20 s
Zapisujemy odpowiednie rownanie. =
13z 4 26 = 18z + 6 =
Otrzymana liczba jest naturalna i nieujemna, spetnia zatem warunki zadania. =
Odpowiedz: wszystkich czekoladek byto 26. =
z+2 _ 3 a
6212 13 <
Oznaczmy:

x - liczba czekoladek karmelowych,

214



x + 2 - liczba czekoladek malinowych,
4x - liczba czekoladek mietowych.

Cwiczenie 7 @

W cukierni, w ktérej znajdowato sie n kobiet i czerech mezczyzn, z okazji urodzin wtasciciela,
rozlosowano dwa torty. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze oba torty otrzymaty kobiety jest
réwne +. Oblicz ile byto kobiet.

Cwiczenie 8 O

W sali kinowej znajduje sie n + ¢ miejsc siedzacych (n € N4, n > 10,t € N). Do sali
wchodzi n oséb i siada w sposéb losowy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze dziesie¢ ustalonych
miejsc zostanie zajetych.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzen losowych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

 oblicza prawdopodobienstwo danego zdarzenia, korzystajac z klasycznej definicji
» dobiera odpowiedni model probabilistyczny do zadania z kontekstem realistycznym
e rozwiazuje zadanie probabilistyczne za pomocg aparatu algebraicznego

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» stoliki zadaniowe
e quiz zadaniowy

Formy pracy:



pracaw grupach
indywidualna praca uczniow

praca w parach

praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie - ochotnicy biorg udzial w mini quizie, ktérego celem jest przypomnienie
wiadomosci zwigzanych z rachunkiem prawdopodobienstwa. Pytania w domu
przygotowato dwoch uczniow, wskazanych uprzednio przez nauczyciela. Uczniowie -
zawodnicy odpowiadajg na przemian na zadawane pytania (lub losuja pytania). Jesli
uczen nie potrafi odpowiedzie¢ na pytanie - odpada z gry. Wygrywa osoba, ktora
pozostaje jako ostatnia.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie najpierw indywidualnie zapoznaja si¢ z animacja, a nastepnie w matych
grupach pracuja metodg stolikow zadaniowych. Na kazdym stoliku znajduje si¢ kartka
z zapisanym jednym z przyktadow podanych w sekciji ,Przeczytaj’. Zadaniem grupy jest
rozwiazanie tego zadania i poréwnanie wyniku z rozwigzaniem (grupy korzystaja przy
tym z komputera).

2. Teraz uczniowie w parach rozwiazuja zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy grup opowiadaja o odkrytych przez ich grupy sposobach rozwigzywania zadan
z rachunku prawdopodobienstwa (jezeli r6znig si¢ od tych zaprezentowanych w sekcji
»Przeczytaj’), dzielg sie pomystami na najskuteczniejsza metode rozwiazywania takich
zadan.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:



Zadaniem uczniow jest poszukanie w dostepnych im zrodtach informacji wiadomosci na
temat paradoksow zwigzanych z rachunkiem prawdopodobienstwa i przygotowanie
prezentacji jednego z nich. Przygotowane prezentacje mozna bedzie wykorzystac jako
wstepy lub podsumowania zaje¢, w miare zdobywania przez wszystkich uczniow
wiadomosci potrzebnych do ich zrozumienia.

Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wlasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Z animacja moga uczniowie zapoznac sie, pracujgc w grupach i wykorzystac jako jedng
z prostszych, alternatywnych metod ustalania liczby zdarzen sprzyjajacych
w rozwigzywanych zadaniach.
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