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Zrédto: Logan Armstrong, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Potrafisz juz opisa¢ rownaniem kierunkowym prostg, ktora nie jest rownolegta do osi Y
oraz narysowac zbior punktow, ktorych wspotrzedne (z, y) spetniaja rownanie y = ax + b.
W tejlekcji poznasz pewng wazng zaleznos$¢, ktora ma wiele zastosowan w geometrii
analityczne;j.

Twoje cele

e Rozpoznasz rownania prostych prostopadlych.

o Wyznaczysz rownanie prostej prostopadiej do danej prostej speiniajgcej okreslone
warunki.

o Wyznaczysz wartos$ci parametrow, przy ktorych proste opisane danymi rownaniami
sg prostopadte.




Przeczytaj

Rozwazmy proste o rownaniach:
y=ai1x+ by iy=asx + bs.

Przyjmijmy zatozenia jak na rysunku ponizej. Zat6ézmy, ze sa one prostopadie. Oznacza to, Ze
katy nachylenia tych prostych do osi X réznig sie 0 90°.

Przypomnijmy, ze a; = tg a oraz as = tg(a + 907). Korzystajac z tozsamosci
trygonometrycznych, mozemy wykonac¢ ponizesz przeksztatcenia:

as = tg(a+90°) = —ctga.
Wynika stad
a; - as = tga - (—ctga) = —1.

Poniewaz powyzsze rozumowanie mozna odwroci¢, mamy wigc prawo sformutowac
nastepujacy wniosek, zwany warunkiem prostopadtosci prostych.

Proste o rownaniach kierunkowych
y=ax+b iy=ayx+ b

sg prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn wspotczynnikow kierunkowych tych prostych
jest rowny (—1).

k:y=ax+by L m: y=ax+b, = a;-ay =—1
Ay

3

Y = agT + by

-6

Przyktad 1


javascript:void(0);

Rozstrzygniemy, czy proste o podanych réwnaniach s3 prostopadte.
a)y=0,3)z—6iy=—-3z+2
Odczytajmy wspotczynniki kierunkowe tych prostych
a; =0,(3)iaz = —3.
Zauwazmy, ze liczba 0, (3) to 1, zatem
a1-a2:%-(—3) = -1
Wynika stad, ze proste o rownaniach y = 0, (3)z — 6 iy = —3z + 2 sg prostopadte.
b)y = V3z —2z+6iy=+3x+2z+5
Uporzadkujmy podane rownania:
y = (\/§—2):1:—|—6iy: (\/§+2>x+5.
Odczytajmy wspotczynniki kierunkowe tych prostych
a; :\/3—2ia2:\/§+2.
Zatem a; - az = (ﬁ— 2) (\/§+2) —3-4=-1

Wynika stad, ze proste o rownaniach y = V3x — 2z + 61y = /3x + 2z + 5 s3 prostopadle.
c)y= (logy3)z +4iy= (log; )z + 2
Odczytajmy wspotczynniki kierunkowe tych prostych
a1 = log, 3 iay = logg %
Zauwazmy, ze
az =log; + =log; 27! = —log; 2 = —@.
Zatem
ai - a2 = logy 3 - (— @) = —1.
Wynika stad, ze proste o rownaniach y = (log, 3)z + 4iy = (log; 5 )z + 2 s prostopadte.
Przyklad 2

Wyznaczymy réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A o wspétrzednych (2\/ 3, —\/§>

prostopadtej do prostej o rownaniu y = —x + 8.



Odczytajmy wspotczynnik kierunkowy podanej proste;j:

a; = —1.
Szukana prosta ma rownanie postaci
Y = asx + by,
gdzie
ai-ay = —1.
Zatem po podstawieniu do warunku prostopadtosci a; = —1, otrzymujemy as = 1. Aby

wyznaczy¢ by podstawimy wspotrzedne punktu A do réwnania y = x + bs:
~V3=2v3+byby =33
Zatem rownanie szukanej prostejtoy =  — 3v/3.
Przyklad 3
Wyznaczymy wartos¢ parametru m, dla ktérego proste o rownaniach
Y= —a:+3\/gmiy:2mw—\/ga:—19m
sg prostopadte.

Zaczniemy od uporzadkowania rownan i odczytania wspotczynnikow kierunkowych.
:—m+3\/§m:>a1 :—1y:2maz—\/§x—19m: <2m—\/5):13—19m:>a2:2m—\/

Poniewaz proste opisane rownaniami kierunkowymi sg prostopadle doktadnie wtedy, gdy
iloczyn ich wspotczynnikoéw kierunkowych jest rowny (- 1), wystarczy wiec rozwigzac
roOwnanie

<2m\/5> : (1> — 19m—VE—1m— (f";“)

Wobec powyzszego jedyna wartoS¢ parametru m, dla ktorej proste o rownaniach

) (\/5+1)
y=—z+3vVbmiy=2mz — 5z — 19m sq prostopadte to —5—=.

Przyklad 4

Prosta k jest prostopadta do prostejl. Wiadomo, ze przecinaja sie one w punkcie A(4,12).
Prosta k przecina o$ X w punkcie (1,0). Wyznacz réwnania tych prostych wiedzac, ze zadna
z nich nie jest rownolegta do osi Y.



Poniewaz zadna z prostych nie jest rownolegta do osi Y, kazdg z nich mozna opisa¢
réwnaniem postaci

k:y=ax+0by, l:y=asx+ bs.

Najpierw wyznaczymy rownanie prostej k. Korzystajgc z faktu, ze przechodzi ona przez punkty
o wspotrzednych (4,12) i (1,0), mozemy zapisa¢ uktad réwnan:

12:4a1+b1
0:a1+b1

Po odjeciu rownan stronami, otrzymujemy rOwnanie

a); = 4
12 =3 =4
101 {bl = —a] = —4

Zatem prosta k ma rownanie
y=4x — 4.

Poniewaz prosta [ jest prostopadta do prostej k, wspotczynnik kierunkowy jej rownania mozna
wyznaczy¢ z warunku

N

a1 ay=—14-a9=—-1ay=—
Aby wyznaczy¢ by, podstawimy wspoétrzedne punktu (4, 12) do réwnaniay = — 4z + by:
12=—%-4+byby =13.
Zatem rownanie szukanej prostej to
Y= —%:1: + 13.
Stownik
wspétczynnik kierunkowy prostej

liczba a we wzorze y = ax + b zwanym rownaniem kierunkowym prostej, okresla
nachylenie proste;j



Aplet

Polecenie 1

Zmieniajgc wartos¢ wspoétczynnikdéw rownania prostej przy pomocy suwakow, obserwuj
zaleznosé miedzy wspodtczynnikami kierunkowymi rownan prostych prostopadtych. Wykonaj

ponizsze ¢wiczenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DfxtrgPar

Polecenie 2
Czy podane pary réwnan opisuja proste prostopadte?

y=2x —10i y:%w—ﬂ y = Vbz +2z — 4i y=wxlogy 5 —4i
y=-0,52+6 y=+3z+3 y=(2—\/3):13+3 y = xlogs 2 + 3
tak () tak () tak () tak ()

nie () nie () nie () nie ()



https://zpe.gov.pl/a/DfxtrgPar

Polecenie 3

Wyznacz m wiedzac, ze rownania podane nizej opisujg proste prostopadte.

Réwnania prostych prostopadtych
y=—0,125z +4iy=mz +7
y=0,250+8iy=4+ (m+3)x
y=Fziy=m-—-4)z -9

y==xlog;5iy=—ma(log;7) +4

Wartos¢ parametru m




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
Cwiczenie 1 ¢

Czy podane pary réwnan opisuja proste prostopadte?

y=—4z—10i | y=0,25)z—7  Yy=Vietaz—4i | y=vbr—z—4i

. —_ — 1
y=20,25z +6 iy=—4z +3 y:—@x—kB Y (\/5—1)36_'_3
tak () tak () tak (O tak (O
nie () nie () nie () nie ()
Cwiczenie 2 ¢

Podaj rownanie prostej prostopadtej do danej i przechodzacej przez punkt A. Utamki
zapisuj w formie dziesietnej.

Réwnanie prostej
Réwnanie prostej k Wspétrzedne punktu A prostopadtej do k&
przechodzacej przez A

y=—2z A(—4,1)

y=—0,25z+4,5 A(2,9)

y=0,125z — 1 A(2,2)




Cwiczenie 3 Q@

Wyznacz m, wiedzac, ze réwnania podane nizej opisujg proste prostopadte. Utamki zapisuj
w formie dziesietne;j.

Réwnania prostych prostopadtych Wartosc parametru m

y:(—%)m+4iy:mx—l—7

y=4x+8 iy=4+(—0,25m + 3)z

y=m—2zxiy=(4—2m)z —9

Y- (1_\/5);3 iy:m(l—l—\/§)x+7




Cwiczenie 4 Q@

Woyznacz b, wiedzac, ze réwnania podane nizej opisujg proste prostopadte. Przeciaggnij
i upusc.

y=x+2biy=—(b>+4b+4)z — 8

b:8Hb=—2Hb=5]

b:—GHb:—le:3’

y=—0,2z—1liy=|b—3|z—3b b:_JOHb:_3’

y=9—4—-blziy=x+5b

y= 5|8 +blziy="5+3b—4z

Cwiczenie 5 @
Proste kil s prostopadte i przecinaja 0§ Y w punkcie A o rzednej 4. Wyznacz

réwnania tych prostych wiedzac, ze do prostej [ nalezy punkt B(—2, 8).




Cwiczenie 6 Q@

Wskaz pary prostych prostopadtych wzgledem siebie:

(] 22-32+7=0i9%+5y—10=0
() 3z—5y+2=0i—10z—6y—15=0
(] 22—-3y+7=0i3z+2y—10=0
(] Ty+10—-52z=0i7y+10+5x =0
Cwiczenie 7 @

Dany jest trojkat ABC, ktérego wierzchotki majg nastepujace wspoétrzedne: A(0, 2),
B(4,—4), C(9,6). Wyznacz wspotrzedne ortocentrum (punktu przeciecia prostych

zawierajacych wysokosci) tego trojkata.

Cwiczenie 8 O
Dane sa dwa przeciwlegte wierzchotki A(1,7) i C(1; —5,5) prostokata ABCD. Prosta
oréwnaniuy = 2 — % jest osig symetrii tego prostokata. Oblicz wspotrzedne
wierzchotkow Bi D tego prostokata.




Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Warunek prostopadlosci prostych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich rownan, w tym
znajduje wspodlny punkt dwoch prostych, jesli taki istnigje;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

e Rozpoznasz rownania prostych prostopadiych.

» Wyznaczysz rownanie prostej prostopadlej do danej prostej spetniajgcej okreslone
warunki.

e Wyznaczysz wartosci parametrow, przy ktorych proste opisane danymi rOwnaniami sa
prostopadte.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e rOzmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Aplet” i ¢wiczenia
interaktywne;



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,Warunek prostopadtosci prostych” oraz celow lekcij,
a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniow o przedstawienie sytuacji
problemowej zwigzanej z tematem lekcji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przechodzi do sekciji ,Sprawdz sie”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

2. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

3. Cwiczenia numer 6, 71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocniczne:
Proste réwnolegtle, proste prostopadie
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Aplet” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajgciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Warunek prostopadtosci
prostych”.


https://epodreczniki.pl/a/proste-rownolegle-proste-prostopadle/DTX9lXLGK

