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Wiemy, ze kazdy wielomian stopnia dodatniego mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
wielomianow pierwszego stopnia i nierozktadalnych wielomianoéw drugiego stopnia. Taki
zapis jest bardzo przydatny w przypadku rozwigzywania rownan wielomianowych, czyli
réwnan postaci W(z) = 0, gdzie W(z) jest wielomianem.

Twoje cele

» Sprowadzisz wielomian do postaci iloczynowej przez grupowanie i wylgczanie
wspolnych czynnikoéw przed nawias.

o Wykorzystasz grupowanie w problemach zwigzanych z podzielnoscia liczb.



Przeczytaj

Podstawowe zalozenia metody rozkladania wielomianu na czynniki metoda grupowania
wyrazow mozna opisa¢ nastepujacym schematem:

o Ustaw wszystkie wyrazy wielomianu tak, by mozna byto potworzy¢ grupy ze wspolnym
czynnikiem. W razie potrzeby mozesz do wielomianu dodac i odja¢ potrzebne
sktadniki - ale tak, by uzyskany po modyfikacjach wielomian rowny byl wielomianowi
wyjsciowemu. Czasem pomocne bedzie zapisanie niektorych sktadnikow w postaci
sumy lub roznicy kilku wyrazen.

o W kazdej grupie wytacz odpowiednie czynniki przed nawias w taki sposob, by
wyrazenia w nawiasach w kazdej z grup byly rowne.

» Wylacz nawias przed nawias, czyli wylgcz wspolne wyrazenie w nawiasie z kazdej
grupy przed caly wielomian, uzyskujgc zapis w postaci iloczynu dwoch wyrazen.

Ten ogdlny schemat stanie si¢ jasniejszy po przeanalizowaniu przedstawionych przyktadow.

Z zasadniczego twierdzenia teorii wielomianow wiemy, ze kazdy wielomian stopnia
wiekszego od 2 mozemy roztozy¢ na czynniki. W praktyce stosowanie metody grupowania
bedzie utatwiac¢ rozktad na czynniki tylko w niektorych przypadkach - nie zawsze uda nam
sie zauwazy¢ odpowiednie pogrupowanie pozwalajace wytaczy¢ wspolny czynnik.

Przyktad 1
Zapiszemy w postaci iloczynowej wielomian W (z) = 3z® — 2z% + 9z — 6.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze mozna rozdzieli¢ wielomian na dwie grupy tak, by w kazdejuzyskac

w nawiasie czynnik 3z — 2
W(z) = z*(3z — 2) + 3(3z — 2).

Zatem W (z) = (3z — 2)(2® + 3) i uzyskane czynniki sg juz nierozkladalne.

Mozna zauwazy¢ inng metode grupowania, prowadzgcg oczywiscie do tego samego

rezultatu
W(z) = 323 + 9z — 222 — 6.

Tym razem wspolnym czynnikiem w obu grupach bedzie z? + 3
W (z) = 3z(2* + 3) — 2(2* + 3).
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Po wylaczeniu wspolnego czynnika uzyskamy taki sam rozktad, jak poprzednio
W(z) = (z° + 3)(3z — 2).

Przyktad 2

Zapiszemy w postaci iloczynowej wielomian

W(z) =2+ (V3+5)a? + (53— 6)z — 6v3.
Rozwigzanie

Przeksztal¢my wielomian dgzgc do uzyskania po pogrupowaniu wspolnego czynnika
z + /3.

W(z) = z* + 22/3 + 522 + 5z+/3 — 62 — 6/3
W(z) = mz(x + \/§) - 533(33 + \/§) — 6(33 + \/§)
Uzyskujemy postac iloczynowg

W(z) = (:c + \/g) (z° + 5z — 6),

przy czym czynnik drugiego stopnia mozemy jeszcze roztozy¢

W(z) = (a: + \/§) (z +6)(z—1).

Przyktad 3

Zapiszemy w postaci iloczynowej wielomian W (z) = 42® — 13z — 6.
Rozwigzanie

Zapiszmy sktadnik —13z tak, by mozna byto pogrupowac¢ wielomian na dwie grupy ze
wspolnym czynnikiem
W(z) = 423 — x — 12z — 6.

Zauwazmy, ze po wylgczeniu wspolnych czynnikow przed nawias dzieki uzyciu wzoru
skroconego mnozenia bedzie mozliwe zapisanie wielomianu W (z) w postaci
iloczynowe;j.

W(z) = z (42 — 1) — 6(2z + 1)
W(z) =22z —-1)2z+1) — 6(2z + 1)
W(z) =2z + 1)(z(2z — 1) — 6)

Drugi nawias mozemy roztozy¢ na postac iloczynowq tak, jak robiliSmy to w przypadku
funkcji kwadratowe;



W(z) = (2z + 1)(22° — = — 6),
W(z) = (22 + 1)(2z + 3)(z — 2).

Przyktad 4

Zapiszemy w postaci iloczynowejwielomian W(z) = 2z3 — 7Tz? + 14z — 16.
Rozwigzanie

Uporzadkujmy wyrazy wielomianu tak, by wytaczy¢ czynnik z — 2.

W(z) =223 — 16 — 72% + 14z

W (z) =2(z® - 8) — Tz(z — 2)

Wykorzystajmy wzor skroconego mnozenia na roznice szescianow
W(z) =2(z — 2)(z* + 2z + 4) — Tz(z — 2),
W(z) = (z — 2)(22® + 4z + 8 — Tz).

Uzyskujemy zapis

W(z) = (z — 2)(22? — 3z + 8),

przy czym czynnik drugiego stopnia w drugim nawiasie jest juz nierozkladalny
(A <0).

Rozktad wielomianu na czynniki moze by¢ pomocny w niektorych zadaniach zwigzanych
z podzielnoscig.

Przyktad 5

4 .3 2
Wykaz, ze jezeli n jest liczbg catkowitg, to liczba *—" 6 AN powniez jest catkowita.

Rozwigzanie
Mamy wykazac, ze licznik utamka jest liczbg podzielng przez 6.

nt—n?—nl+n=n*(n—-1)—nn-1)=
=m-1)(n*—n)=(n—-1n(n*-1) =
=(mn—-1nn+1)(n-1).

n — 1,nin + 1 to trzy kolejne liczby catkowite - jest wiec wsrod nich liczba podzielna
przez 2 iliczba podzielna przez 3.

2 i 3 to liczby wzglednie pierwsze, wiec iloczyn (n — 1)n(n + 1) jest podzielny przez 6,

co oznacza, ze licznik utamka jest podzielny przez 6, czyli teza zachodzi.

Stownik



posta¢ iloczynowa wielomianu

jezeli wielomian

W(z) = apz" + ap_12" ' + ...+ a1z + ag stopnia n ma n pierwiastkow z, s, . . .

to mozna go zapisa¢ w postaci iloczynowej
W(z) =a,(z —z1)(z —23) ... (x — z,)

zasadnicze twierdzenie teorii wielomianow

» jedyne wielomiany nierozkladalne stopnia dodatniego o wspotczynnikach
rzeczywistych to wszystkie wielomiany pierwszego stopnia oraz wielomiany
drugiego stopnia z ujemnym wyr6znikiem A

» kazdy wielomian stopnia wigkszego od 2 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
wielomianow nierozktadalnych i niezerowe;j stalej

» zapis w postaci iloczynu jest jednoznaczny z doktadnoscig do przemnozenia
czynnikOow przez stalg niezerowg



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami rozktadu wielomianu na czynniki metoda wytaczania wspdélnego

czynnika przed nawias oraz metodg grupowania wyrazow.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D6YOXpDIT

Film nawigzujgcy do tresci lekcji dotyczacej rozktadu wielomianu na czynniki przez
grupowanie wyrazow.

Polecenie 2

Postugujac sie odpowiednim grupowaniem wyrazow, roztdz na czynniki wielomian
W(z) = 63 + 42® — 3z — 2

Polecenie 3

Postugujac sie odpowiednim grupowaniem wyrazow, roztdz na czynniki wielomian
V(z) = z3 — 31z + 30

Polecenie 4

Postugujac sie odpowiednim grupowaniem wyrazéw, roztéz na czynniki wielomian
F(z) =5z 4+ 623 — 62 — 5



https://zpe.gov.pl/a/D6YOXpD1T

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz czynnik, ktéry mozna wytaczy¢ przed nawias z wielomianu
x® + Tzt + 11x + 77.
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11z + 7

Tr+1

Tx + 11
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Cwiczenie 2

Wskaz postac iloczynowa wielomianu W (z) = z* + 5z% — 8z — 40.

O (z+5)(x—2)(2* — 4z — 4)
O (z+5)(z—2)(2? + 2z +4)
O (z+5)(z—2)(2® + 4z — 4)
O (z+5)(z+2)(z? + 2z — 4)

O (z+5)(z+2)(z* — 2z +4)




Cwiczenie 3
Dany jest wielomian

W(z) = z* + (3 — 2\/5)332 + (2 — 6\/5)33 — 44/5.

Wskaz wszystkie wyrazenia przedstawiajgce wielomiany rowne wielomianowi W(:r:)
B a:(a:2 +3w+2) — 2\/5(:132 + 3x +2)
O (e-2v5)(@+2)(a+1)
) (:c—2\/5)(a:2+3a:+2)

) :132(:3 — 2\/5) + 3:13(:)3 — 2\/5) + 2(33 — 2\/5)
Cwiczenie 4

Potacz w pary wielomian zapisany jako suma i jego posta¢ iloczynowa.

2+ 22 +322+2+2 (:132—|—1)(:1:2—|—:C—|—1)
z* + 22% + 322 + 22 + 2 (:132+1)(:U2—|—:I:—|—2)
r4+ 234+ 222+ +1 (a:2—|—1)(:v2—|—2m—|—2)

et 23—z —1 (z—1)(z+1)(z>+z+1)



Cwiczenie 5

Dany jest wielomian W (z) = 92° — 132 — 4. Ut6z we wtasciwej kolejnosci zapisy
prowadzace do zapisania wielomianu W (z) w postaci iloczynowe;j.

W(z) = (3z — 4)(32? + 4z + 1)
A=16—-12=4,czyliz; = -1, 2y = —
W(z) = 92> — 16z + 3z — 4

W(z) = (3z — 4)(x(3z +4) + 1)
W(z)=9(z— 3)(z+1)(z+ %)

W(z) =33z — 4)(z + 1) (z + )

W(z) = 923 — 13z — 4

W(z) = x(3z — 4)(3z + 4) + (3z — 4)

W(z) = (922 — 16) + (3z — 4)
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Cwiczenie 6

Wskaz czynniki postaci iloczynowej wielomianu

W(z) = 2 — V622 + v/3z — 3v/2.

0J

[
(] (:c /3
Cwiczenie 7

Dany jest wielomian W (z) = z* + 2z* + 52% + 6z + 6.
Uzupetnij wspotczynniki w jego postaci iloczynowej.

W(z) = (2+] ) (2?+] |2+ |




Cwiczenie 8

Dla kazdego z podanych wielomianéw z parametrem a wskaz czynniki, ktérych iloczynem jest
ten wielomian.

1223 4 (8a — 3)z® + (3 — 2a)z + 2a

(422 —z + 1) ’ (z +a)

(4z+1) || (32 —2)

3z% + 2a) ‘ (3z + 2a) ’

122% — 322 + 8ax — 2a

(4z — 1)

1223 + (12a — 5)z? — (2 + ba)z — 2a




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozklad wielomianu na czynniki przez grupowanie

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

4) rozklada wielomiany na czynniki metodg wylgczania wspolnego czynnika przed nawias

oraz metodg grupowania wyrazéw, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W (z) = 22° — v/322 4 4z — 2/3;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje metode sprowadzania wielomianow do postaci iloczynowej przez grupowanie
i wytgczanie wspolnych czynnikoéw przed nawias,
» wykorzystuje grupowanie w problemach zwigzanych z podzielnoscia liczb.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego
o dyskusja

Formy pracy:



e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie podaja przyklady wielomianoéw zapisanych w postaci iloczynowe;j.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach 4 osobowych analizujg algorytm postepowania przedstawiony na
poczatku sekcji Przeczytaj. Nastepnie metoda tekstu przewodniego rozwigzuja
przyklady. Watpliwosci wyjasniane s3 na forum klasy wraz z nauczycielem.

2. Uczniowie w parach ogladajg animacje i nastepnie omawiajg ja wraz z nauczycielem.

3. Uczniowie w parach rozwiazuja zadania interaktywne 1 - 6. Wspolnie omawiaja
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace sposobu rozktadu
wielomianu na czynniki metoda grupowania wyrazow.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Wielomiany

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzysta¢ jako material powtorzeniowy przed sprawdzianem lub jako
wstep do tematu ,Ré6wnania wielomianowe”.


https://epodreczniki.pl/a/wielomiany/D1H8FnxqP

