Jak zademonstrowac zasade zachowania momentu
pedu?

o Wprowadzenie

e Przeczytaj

e Model matematyczny
e Symulacja interaktywna
e Film (standardowy)

e Sprawdz sie

e Dlanauczyciela






Jak zademonstrowac zasade zachowania momentu
pedu?

Zrédto: dostepny w internecie: https: /www.istockphoto.com/pl/zdj%C4%99cie/prz%C4%99dzenia-%C5%BCyroskop-
gm533363021-56269848 [dostep 6.10.2019].

Czy to nie ciekawe?

Zdarzyto Ci si¢ kiedys wrzuci¢ monete do ,lejka grawitacyjnego” czy ,lejka na datki”? Na
obrzezu duzego lejka znajduje si¢ ptaska prowadnica, w ktérej mozna umiesci¢ monete.
Moneta po puszczeniu nabiera predkosci, opuszcza prowadnice i swobodnie toczy si¢ we
wnetrzu lejka po torze przypominajacym spirale. Na poczatku predkos¢ monety jest
niewielka, ale w miare jak nieubtaganie zbliza si¢ ona do srodka lejka, obserwujemy ciekawe
zjawisko — moneta wyraznie zaczyna przyspieszac! Jest to na tyle widowiskowe, ze az chce
sie¢ wrzucic¢ kolejng monete!



Rys. a. Przyktadowa realizacja lejka grawitacyjnego.
Zrodto: dostepny w internecie: https:/pixabay.com/pl/photos/lejek-darowizny-lej-grawitacyjny-406853/ [dostep 16.04.2022],
domena publiczna.

Ale dlaczego wlasciwie moneta przyspiesza? Wiele popularnych zrodet powotuje si¢ na
zasade zachowania momentu pedu monety staczajgcej sie wglab lejka. Czy jest to trafne
uzasadnienie? A moze jest ono jedynie przyblizeniem?

Twoje cele

W tym materiale:

» opiszesz sposoby zademonstrowania zasady zachowania momentu pedu,

» zademonstrujesz eksperymentalnie zachowanie momentu pedu w ruchu wahadta
stozkowego,

» przeprowadzisz symulacje eksperymentu demonstrujacego zasade zachowania
momentu pedu w zderzeniu niesprezystym,

» rozwiazesz zadania, wykorzystujac zasade zachowania momentu pedu.




Przeczytaj

Warto przeczytac

Zasada zachowania momentu pedu

Przypomnijmy brzmienie zasady zachowania momentu pedu dla pojedynczego ciata, bryly
sztywnejlub punktu materialnego, na ktore dzialajg sity zewnetrzne.

Moment pedu L ciata pozostaje staty, gdy moment M sity wypadkowej dziatajacejna to
ciato jest zerowy. Rozpatrujgc ruch ciata, do ktorego nie jest przytozony zewnetrzny
moment sity, wiemy, ze w kazdej chwili jego moment pedu ma staty kierunek oraz statg

wartosg, tj. L = const.

Gdy w izolowanym uktadzie cial dzialajg wytgcznie sity wewnetrzne, to moment pedu tego
uktadu jest zachowany.

Moneta w lejku grawitacyjnym

We wspomnianym we Wprowadzeniu lejku grawitacyjnym poruszajgcym si¢ ciatem jest
moneta. Moneta porusza si¢ coraz szybciej w miare jak schodzi coraz nizejw lejku, zblizajac
sie do jego osi.

Zastanowmy sie¢, czy taki ruch wynika z zasady zachowania momentu pedu.

Warunki poczatkowe

W chwili poczatkowej, w poblizu obrzeza lejka, monecie nadano predko$¢ vy skierowana
pod katem bliskim 90° do promienia wodzacego 7 (Rys. 1.).



(a) (b)

Rys. 1. Moneta we wnetrzu lejka o symetrii obrotowe;j. (a) widok z géry, (b) widok w przekroju.
Kat « jest nieco wiekszy od 90°, dlatego tez zastosowane w (b) oznaczenie dla wektoréw predkosci i sity tarcia

tocznego jest przyblizeniem.
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

W rezultacie moneta potoczyla sie. Uzyskata wiec wiasny moment pedu Ly, w ruchu
obrotowym wokot wilasnej osi (Rys. 2). Uzyskata tez orbitalny moment pedu L zwigzany
z ruchem obiegowym wokot pionowej osi, bedgcej osig symetrii lejka.
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Rys. 2. Sity dziatajagce na monete toczaca sie po wewnetrznej powierzchni lejka (sita ciezkosci Fy, sita reakcji F;.

—
oraz tarcie toczne F}) oraz pozostate wielkos$ci zwigzane z ruchem monety.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.



Moneta uzyskata takze energie kinetyczng, co jest tu istotne. W trakcie wtaczania si¢ do
lejka maleje bowiem jej energia potencjalna - mozna rzec, ze jest to powolne spadanie ku
Ziemi. To za$ nie pozostaje bez wptywu na predko$c¢ toczenia si¢ monety.

Przyblizenie punktu materialnego poruszajacego sie bez tarcia

By uprosci¢ opis ruchu monety, mozemy uczyni¢ dwa zatozenia:

1. Jest ona punktem materialnym. Pomijamy wtedy jej wlasny moment pedu.

2. Nie dziala na nig zadna sita oporu ani sita tarcia.

Wypadkowa sit ciezkosci ﬁg oraz reakcji podtoza F', moze by¢ skierowana zgodnie

z wektorem 7 i przeciwnie do niego zwrocona. Pelnilaby ona role sity dosrodkowe;j. Jej
moment bylby rowny zeru, wiec wspolne dziatanie sit ciezkosci i reakcji podtoza
zachowywatoby orbitalny moment pedu L. Ale w takiej sytuacji punktowa moneta
poruszalaby sie po okregu, w poziomej ptaszczyznie, ze stala predkoscig. Nie wtaczataby sie
do lejka.

Dla zainteresowanych

Uzyskanie opisanej tu sytuacji jest mato prawdopodobne. Wymagatoby to nadania
poczatkowej predkosci skierowanejidealnie poziomo, o wartosci specyficznie dobrane;j
do ksztaltu i rozmiaréw lejka.

Niewielkie odstepstwo od tych wyidealizowanych warunkéw spowodowatoby, ze moneta
poruszataby sie po znacznie bardziej skomplikowanym torze. Nie lezalby on w zadnej
plaszczyznie, lecz przebiegalby w ustalonym przez warunki poczatkowe zakresie
wysokosci. Silg rzeczy, odlegtos¢ monety od od osi symetrii lejka bytaby zmienna.
Moment pedu monety miatby zmienny kierunek, choc¢ jego rzut na o$ symetrii lejka
mialby stalg wartosc.

Ciekawostka

Podobne zasady obowigzuja w astronomii. Ziemia (a takze inne planety) obiega Stonce
po orbicie eliptycznej pod wptywem sity grawitacji. Jest ona sitg centralna, wiec
orbitalny moment pedu Ziemi jest staly. Ze wzgledu jednak na zmienng odlegtos¢ od
Stonca, zmienna jest takze predkos¢ Ziemi: tam, gdzie odleglosc¢ jest duza, predkosc
jest mata i odwrotnie.

Mimo stonecznego przyciagania, Ziemia krgzy po zamknietym torze i nie spada na

Stonce.

Nie zaobserwowalibySmy wiec wpadania monety do lejka. Z kolei powazne odstepstwo od
tych warunkow, na przyktad nadanie zdecydowanie zbyt matej predkosci poczatkowej
lub skierowanie jej ku osi lejka, mogtoby spowodowa¢ wtoczenie sie¢ monety do lejka

zanim wykonataby ona pelny obieg wokot jego osi.

Obecnos¢ tarcia zmienia charakter ruchu
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Dlaczego wiec ,punktowa moneta” nie krazy
w lejku w opisany wyzej sposob, lecz po torze,
ktorego rzut wzdtuz osi lejka przypomina
spirale (Rys. 3.)? Dlaczego moneta nie wraca
w okolice punktu startowego, tylko krazy
coraz blizej osi lejka? Najtatwiejszym do
wskazania powodem jest obecnos¢ oporow
ruchu, w tym sity tarcia tocznego monety

o powierzchnig¢ lejka. Sita ta tworzy

z wektorem 7 kat zblizony do prostego (Rys.
1a.).

Moment sily tarcia zmniejsza warto$¢

orbitalnego momentu pedu L - nie jest on
w tym ruchu zachowany. Praca sity tarcia

. . : : Rys. 3. llustracja toru monety w lejku grawitacyjnym.
obniza catkowita energi¢ mechaniczng

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC
monety. Dlaczego zatem moneta toczy sie BY 4.0. Licencja:

coraz szybciej? Otdz, spadkowi Je] energii https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.
mechanicznej towarzyszy jeszcze szybszy

spadek jej energii potencjalnej. Wynika to ze specyficznego ksztalttu lejka. W efekcie, cho¢
brzmi to paradoksalnie, rosnie energia kinetyczna, a wraz z nig predkos¢ monety. Podobny
proces zachodzi z orbitalnym momentem pedu. Przyjmijmy, w przyblizeniu, Ze jego warto$¢

jest dana wyrazeniem
L~rp=rmv.

Zmniejszaniu si¢ r towarzyszy tak wolne zmniejszanie si¢ wartosci momentu pedu L, ze -
dla spelnienia powyzszejrownosci - wzrasta warto$¢ predkosci v. To takze zwigzane jest
z ksztaltem lejka.

Podsumowanie

Ruch monety w lejku jest bardzo widowiskowy. Jego opis wymaga uwzglednienia zar6wno
momentu pedu, jak i energii mechanicznej monety.

Jest prawdg, ze gdyby nie nada¢ monecie poczatkowego momentu pedu (lub nadac¢ zbyt
maly), to wtoczylaby si¢ ona (niemal) wprost do lejka, bez widowiskowego efektu
zwigzanego z wielokrotnym okrgzaniem jego osi. Jednak ruchu monety nie mozna uznac za
demonstracje zasady zachowania momentu pedu - jest on raczejilustracjg niezachowania
momentu pedu w specyficznych warunkach.

Wahadto stozkowe



Zasade zachowania momentu pedu dla punktu materialnego bez trudu zademonstrujesz

nawet w warunkach domowych. Uzyjesz do tego tzw. wahadta stozkowego. Jest to niewielki
ciezarek, zawieszony na nici, ktory trzeba odpowiednio wprawi¢ w ruch obiegowy wokot
pionowej osi wyznaczonej przez potozenie rownowagi wahadta.

Doswiadczenie 1

Rys. 4. Ni¢ przewleczona przez szlufke na koncu kija od

szczotki. Do nici przyczepiona jest Sruba z dwiema
nakretkami

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY

4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

stopni przy dtugosci [ rzedu jednego metra.

Przygotujni¢ o dlugosci rzedu 2 metrow
lub nieco wig¢cej (Rys. 4). Na koncu tejnici
zaczep ciezarek. Wykorzystaj np. kij od
szczotki ze szlufkg na koncu; pomysl
ewentualnie nad innym rozwigzaniem.
Umocuj kij poziomo, na przyktad na poice,
co najmniej 1,5 metra nad podtoga.
Wystajaca nad podloge czes¢ kija powinna
miec¢ dtugos¢ co najmniej pot metra.
Przewlecz nitke przez szlufke, by uzyskac
wahadlo o dlugosci [ okoto jednego metra.
Drugi koniec nitki zamocu;j.

Twoim zadaniem bedzie skracanie wahadta
w trakcie jego ruchu. Mozesz ciggnac
sznurek rekg, mozesz tez zastanowic sie
nad innym rozwigzaniem.

Wychyl ciezarek z potozenia rownowagi na
odlegtos¢ r rzedu kilkunastu - dwudziestu
centymetrow (Rys. 5).

Odpowiada to katowi a rzedu dziesigciu



Rys. 5. Schemat wahadta stozkowego z oczekiwanym torem w postaci okregu w poziomej ptaszczyznie lezacej
w odlegtosci h pod punktem zawieszenia.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Pchnij ciezarek poziomo, prostopadle do kierunku wychylenia i obserwujjego ruch.
Uzyskasz efekt w postaci niejednostajnego ruchu, na zmiane przyspieszonego

i opoznionego. W trakcie ruchu ciezarek nie krgzy w jednej ptaszczyznie. Na przemian to
wznosi si¢ nieco, to opada - nastawiony na poczatku kat odchylenia wahadta od pionu nie
jest staty.

Ciekawostka

Taki uklad nazywamy wahadtem sferycznym. Ciezarek krazy po sferze (powierzchni
kuli), ktorej srodek lezy w punkcie zaczepienia nici, na koncu kija. Natomiast wahadto
stozkowe to specyficzny przypadek wahadta sferycznego. Ciezarek krazy wtedy po
okregu w poziomej ptaszczyznie. Jesli wyobrazisz sobie powierzchni¢ Ziemi, to powiesz,
ze ciezarek krazy po jednym rownolezniku potudniowej potkuli. Ni¢ wahadta zakresla
powierzchnie boczng stozka - stad nazwa ,wahadto stozkowe”.

Nie jest tatwo uzyskac¢ jednostajny ruch ciezarka po okregu, w poziomej ptaszczyznie. Po
kilku probach nauczysz si¢ intuicyjnie dobiera¢ wartos¢ poczatkowej predkosci v, by

w rozsadnym przyblizeniu uzyskiwac taki wiasnie ruch.

Zwiazki pomiedzy wielko$ciami charakteryzujacymi ruch wahadta stozkowego

WielkoSci charakterystyczne dla ruchu wahadta stozkowego pokazane sg na Rys. 6.



Rys. 6. Widok wahadta stozkowego o dtugosci l. Ciezarek porusza sie po okregu o promieniu r z predkoscia 7
. Ptaszczyzna obiegu lezy w odlegtosci h pod punktem zawieszenia wahadfa.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Wazne!
Pominiecie oporow ruchu

Procz sit pokazanych na Rys. 6. na wahadto stozkowe dziataja takze sity oporu ruchu,
przede wszystkim sita oporu powietrza. Jednak obecno$¢ oporéw ruchu mozemy
poming¢ w warunkach prowadzonego doswiadczenia. Dlaczego, skoro nie pomineliSmy
sily tarcia tocznego dziatajgcej na monete w lejku grawitacyjnym?

Wptlyw tarcia tocznego na ruch monety, w tym na jej moment pedu, jest w tym
eksperymencie zauwazalny. Obecnosc¢ tejbowiem sity determinuje charakter
obserwowanego ruchu monety. Wpadni¢cie monety do lejka nastepuje po kilku,
maksymalnie kilkunastu obiegach. Mozna rzec, ze wptyw sily tarcia na ruch monety
w lejku objawia sie¢ w czasie porownywalnym do czasu trwania jednego obiegu, czyli
w czasie krotszym od czasu trwania obserwaciji.

Sila oporu powietrza spowalnia rowniez wahadto stozkowe. Jednak efekt ten jest
znacznie powolniejszy niz w przypadku monety. Nawet baczny obserwator nie dopatrzy
sie zmalenia kata a czy wartosci predkosci v w skali jednego obiegu. Trudno nawet si¢
dopatrzy¢ takich zmian w skali calej przeprowadzanej obserwaciji. Te wiasnie efekty

uzasadniaja pominiecie oporow ruchu w przypadku wahadla stozkowego.

Zauwaz, ze sity ciezkosci ﬁg oraz naprezenia nici F, sumuja sie do sily dosrodkowej F,,
zapewniajacejruch ciezarka po okregu w poziomej ptaszczyznie.



Przeanalizuj sze$¢ ponizszych wyrazen, ktore taczg poszczegolne wielkosci. Zapoznaj si¢

z filmem samouczkiem w e-materiale ,Ruch jednostajny po okregu w zadaniach”. Znajdziesz
tam wyprowadzenie wiekszosci tych wyrazen. Czy podany w filmie zwigzek predkosci

z dtugo$cig wahadla i katem jego wychylenia jest taki sam, jaki widzisz w réwnosci (5)?

h=lcosa,
r=Isina,
Fy=Fytga,
F, = Fo
cos

Przy ustalonej dlugos$ci [ wahadta oraz kacie wychylenia a tylko jedna predko$c¢ ciezarka v
zapewnia uzyskanie wahadta stozkowego:

1
v—\/gl( —cosa).
cos

Powyzsze zwigzki, przy znanej masie wahadta, pozwalajg wyznaczy¢ jego moment pedu.

gl® . 2
sin” « .

L=m
Cos &

Doswiadczenie 2

Wpraw ciezarek w ruch po okregu w poziomej ptaszczyznie. Wykorzystaj te cze$c¢ nici,
ktora jest przewleczona przez szlufke i bardzo powoli skracaj dlugo$¢ wahadta. Obserwuj
jednoczes$nie zachowanie cig¢zarka. W pierwszej fazie skracania mozesz niczego
szczegoblnego nie zauwazyc¢, poza oczywistym zmniejszaniem si¢ odlegtosci h.

Wazne!

Skracanie wahadta zwigzane jest z oddzialywaniem przez Ciebie na ci¢zarek. Reka, za
posrednictwem nici, dziatasz na niego sitg F', o nieco wiekszej wartosci niz F,,. Ten
nadmiar sity jest niezbedny, by w ogole rozpocza¢ proces skracania wahadta. Z drugiej
jednak strony ten sam nadmiar sity powoduje wytracenie ciezarka z kotowego toru




w poziomej ptaszczyznie. Zaobserwuj to, wykonujac kilka prob, w ktorych mniejlub
bardziej gwaltownie szarpniesz za nitke. Moment pedu ciezarka zmienia wtedy kierunek
i wartosc¢. Jego pionowa sktadowa zachowuje wprawdzie statg wartos¢, ale wynik
doswiadczenia jest kompletnie nieczytelny.

Im wolniej natomiast skracasz ni¢, tym tor ciezarka bardziej przypomina monotoniczne
jego wspinanie sie po linii przywodzacejna mysl rozciggnieta w pionie spirale (Rys. 7.).
Przebieg takiejlinii zalezy od ustawionych warunkow poczatkowych oraz od sposobu
skracania nici. Te informacje sa wejSciowymi parametrami komputerowego programu,
w ktorym zapisany jest matematyczny model zachowania si¢ skracanego wahadta.

0‘0
o

— X=X

<

Rys. 7. Tor wahadta uzyskany w wyniku numerycznej symulacji doswiadczenia 2. Przez O oznaczono punkt
zamocowania nici.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Idealne skracanie polegatoby na tym, by przez mozliwie krotki czas uzy¢ silty o minimalne;
wartosci F;., niezbednejdo wprawienia nici w ruch postepowy z mozliwie mata
predkoscig, po czym tak regulowac¢ warto$c tej sity, by utrzymac ten powolny, jednostajny
ruch nici.

Trzeba wreszcie pamietac, ze skracanie dtugosci wahadta powoduje, Ze przestaje ono
krazy¢ po powierzchni sfery. Mimo tego oczywistego faktu, bedziemy w dalszym ciggu

dla badanego uktadu uzywac okreslenia wahadlo stozkowe.

Wykaz sie wiec cierpliwoscig i utrzymaj mozliwie powolne tempo skracania dtugosci
wahadla. Zauwazysz niebawem, ze wzrasta przy tym kat o, ale maleje odlegtos¢ r ciezarka
od osi obrotu. Wzrasta takze predkos$¢ v ciezarka. Skad ten efekt i co moze oznaczac?

Podsumowanie



Malenie 7 i wzrost v moze wynikac ze statosci momentu pedu ciezarka w trakcie skracania
nici. L = const jest spetnione tym doktadniej, im mniejsza role odgrywaja opory ruchu i im
wolniej skracasz nic.

Wiemy, ze
L = mrusinvy,

gdzie «y jest kagtem pomiedzy 7 a 9. Dla idealnego wahadla stozkowego, nim rozpoczniesz
skracanie nici, v = 90°. Im wolniej skracasz ni¢, tym mniejsze powodujesz odstepstwa v od
kata prostego. Przyjmujac przyblizenie v ~ 90°, dochodzimy do wniosku, ze iloczyn
promienia obiegu i predkosci obiegu ma stalg warto$¢, rowng ilorazowi momentu pedu
przez mas¢ ciezarka. Potwierdza to zalezno$¢ pokazana na Rys. 8a., uzyskana teoretycznie -
na drodze symulacji numerycznej. Poniewaz promien obiegu maleje w miare skracania nici
(Rys. 8b.), to predkos¢ obiegu rosnie (Rys. 8c.).

Rys. 8a.

Zalezno$¢ iloczynu r - v (proporcjonalnego do momentu pedu) od [
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Rys. 8b.

Zalezno$¢ r (odlegtosci ciezarka od osi obrotu) od [
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Rys. 8c.

Zalezno$c¢ warto$ci poziomej sktadowej predkosci liniowej ciezarka v od {
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Rys. 8d.

Zalezno$¢ kata wychylenia wahadta od pionu a od [
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Wyniki symulacji zachowania wahadta. Dtugo$¢ poczatkowa [ = 100 cm, poczatkowe wychylenie ag = 10°
orazmasem =50 g

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Strzalki przy wykresach przypominaja o tym, ze dlugo$¢ wahadta [ maleje wraz z uptywem
czasu.
Ciekawostka

Zasada zachowania momentu pedu nie wyjasnia bezpos$rednio wzrostu kata o w miare
skracania wahadta (Rys. 8d.). Trzeba zauwazy¢, ze rosngca predkosc i malejagcy promien
obiegu wymuszaja wzrost wartosci sity dosrodkowe;j:

F; =
r
Z kolei zwiazek (3) pomiedzy sitg dosSrodkowaq a sitg cigzkosci pokazuje, ze przy ustalonej
warto$ci F, tylko wzrost kgta o zapewnia wzrost wartosci Fy.
Ciekawostka

Wrdé¢ na chwile do Rys. 7. Szara powierzchnia, na ktérej narysowano tor wahadta
sferycznego o malejacej dtugosci, to zbior wszystkich mozliwych potozen tego wahadta
przy ustalonej wartosci orbitalnego momentu pedu, poczatkowym kacie wychylenia

i energii calkowitej. Przecinajgc te powierzchnie plaszczyzng przechodzaca przez o$
symetrii obrotowej, uzyskamy pewng krzywg o symetrii zwierciadlanej. Przecinajgc te
krzywa na pot, uzyskamy dwie krzywe. Kazda z osobna bedzie miata ksztalt wykresu
zalezno$ci r(l) przedstawionego na Rys. 8b.

Dla zainteresowanych




Przemiany energii podczas skracania wahadla stozkowego

Jak juz wspomnielisSmy, rozwazajac ruch wahadta stozkowego, pomijamy opory ruchu,
w tym opor powietrza. Jest to warunek niezbedny, by uznac¢ jego moment pedu za staty.
Trzeba jednak pamietac, ze sama zasada zachowania momentu pedu objasnia jedynie
charakter wspolzmienno$ci wartosci r oraz v. W opisanym do$wiadczeniu s3 to
wielkosSci odwrotnie proporcjonalne - ich iloczyn jest staly.

Dlaczego jednak w ogole dochodzi do zmiany tych i innych wielkosci?

Bardziej kompleksowy opis zmiennosSci wszystkich wielkosci charakteryzujacych ruch
wahadla stozkowego musi uwzglednia¢ zmian¢ energii mechanicznejwahadla, zwigzana
z pracq wykonang przez site F, dziatajacg na wahadto. Skutkiem tej pracy jest wzrost jego
energii mechanicznej (Rys. 9., punkty czerwone). RoSnie przy tym energia potencjalna
grawitacji (punkty niebieskie), gdyz wirujacy ciezarek sie¢ wznosi. Rosnie takze jego
energia kinetyczna (punkty zielone), bowiem rosnie predkosc v.
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Rys. 9. Energia kinetyczna i potencjalna oraz ich suma (catkowita energia mechaniczna) wahadta
o zmniejszanej dtugosci. Strzatka przypomina kierunek procesu, tj. fakt, ze dtugo$¢ wahadta maleje w czasie.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Jako ciekawostke mozemy wskazac, ze wzrost tych form energii nie jest jednostajny.
Widac¢ takze, ze energia kinetyczna dos¢ dlugo pozostaje praktycznie stala, podczas gdy
dominuje wzrost energii potencjalnej. Podobnie - jesli sie¢ dobrze przyjrze¢ - przy matych
dtugosciach wahadla (rzedu kilkunastu cm), a wiec katach « zblizajgcych sie do 90° (por.
Rys. 8d.) widac, ze tempo wzrostu energii potencjalnejzaczyna male¢. Za wzrost

catkowitej energii odpowiada wtedy wzrost energii kinetyczne;j.

Stowniczek



Energia kinetyczna

(ang. kinetic energy) — postac energii ciata zwigzana z jego ruchem, obserwowanym
z ustalonego uktadu odniesienia.
Energia potencjalna

(ang. potential energy) - postac energii zwigzana ze wzajemnym oddziatywaniem dwoch
(lub wiecej) cial. Energia potencijalna zalezy od potozenia oddziatujacych ciata wzgledem
siebie.

Czesto wyroznia si¢ jedno z cial poprzez przyjecie, ze jest ono nieruchome. Wtedy
energie potencjalng ukladu przypisuje si¢ drugiemu ciatu, ktére zmienia potozenie

w ukladzie odniesienia pierwszego. Tak postepuje sie z energig potencjalng grawitacji
ciata w poblizu powierzchni Ziemi, wigzac te energie z wysokoscig ciata nad
powierzchnig Ziemi.

Sita centralna

(ang: central force) - kazda z sit wzajemnego oddzialywania dwoch punktowych ciat

A i B nazywamy centralng, jesli sity te majg kierunek zgodny z prosta przechodzacg przez
te ciala, jak na rysunku ponize;j.

(a) (b)

%
Sita centralna F' dziatajaca na ciato B.

Jej kierunek jest zgodny z wektorem potozenia 7 ciata B w uktadzie ciata A.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Jesli sita dziatajgca na ciato B jest zwrocona ku ciatu A - przypadek (a) - to moéwimy
o przycigganiu centralnym, jesli od ciata A - przypadek (b) - o odpychaniu centralnym.
W pierwszym przypadku punkt A nazywamy centrum przyciggania punktu B.



Przykladem sily centralnej przyciagajgcejjest sita grawitaciji. Sita elektrostatyczna
pomiedzy dwoma tadunkami takze jest centralna: przyciggajaca, gdy sa one
roznoimienne, odpychajgca, gdy jednoimienne.

Sila centralna zachowuje moment pedu uktadu oddziatlujgcych cial. Wartos¢ bowiem
momentu M sily centralnej, zarowno odpychajacejjak i przyciagajacej, jest zawsze rowna
ZEro:

M = |7 x F| =rFsina =0,

gdzie o to kat miedzy sitg centralng F awektorem 7, bedacym ramieniem jej dziatania.
Kat ten jest rowny zeru dla sity odpychajacej, a 180° dla sily przyciagajgcej, zatem jego
sinus wynosi zero.

Twierdzenie Steinera

(ang. Steiner's theorem) - Jesli przez I, oznaczymy moment bezwtadnosci bryty
wzgledem pewnej osi przechodzacej przez srodek masy tejbryly, a w odleglosci d od tej
osi ustawimy o$ rownolegla, to moment bezwladnosci bryly wzgledem tej nowej osi
bedzie dany przez

I=1Iy+ Md?,

gdzie M to masa bryly. Sformutowat je szwajcarski geometra, Jakob Steiner.



Model matematyczny

Dla zainteresowanych

Uktad sterowany i jego modelowanie

Podczas badania ruchu wahadta stozkowego mozna odnieS¢ wrazenie, ze ciezko jest w tej
sytuacji wykona¢ pomiary iloSciowe. Stwierdzenie, ze ruch wahadta sferycznego jest ptaski
(tzn. jest to wahadto stozkowe) wymagatoby zapewne zastosowania odpowiedniego uktadu
ekranow i oSwietlenia - trudno sobie wyobrazic¢ Sledzenie kata wychylenia nici od pionu

z pomocyq szkolnego katomierza. Rownie duzy problem mielibySmy ze zmierzeniem
poczatkowego i koncowego momentu pedu, czy wartosci jego pionowej sktadowej, o ktore;
przypuszczamy, ze jest zachowana.

Wiecej: zapewne - w ramach zaspokajania przyrodoznawczej ciekawosci - zdarzyto Ci sie
skracac¢ sznurek inaczejniz wymagaty tego warunki zaproponowane w opisie
doswiadczenia. [ prawdopodobnie wtedy uktad ,wahadto sferyczne o zmiennej dtugosci”
pokazal naprawde, co potrafi - wzbudzaly si¢ w nim pewne drgania, o ktorych ponize;.
Obserwujemy wtedy zachowanie, ktore mozna - nieformalnie - ujg¢ nastepujaco:
krotkotrwate i zbyt gwaltowne (ew. dlugotrwate i niewystarczajgco tagodne) zmiany
dtugosci sznurka prowadzg do drastycznych zmian w zachowaniu si¢ uktadu.

Uktad sterowany zewnetrznie

Jest to szczegolny przyktad ukladu fizycznego, ktorego opis zawiera zwykle state wielkosci
(dla wahadta jest to np. jego dtugosc¢), a modyfikacja polega na tym, ze przychodzi kto$ ,,z
zewnatrz” i niektore z tych statych ,uruchamia” Jest to tzw. sterowanie zewnetrzne - dane
»Z gory” i niepodlegajace zadnej modyfikacji zaleznej od stanu uktadu, np. ktoregos

z parametrow czy tempa jego zmian. Tak postepowaliSmy w naszym doswiadczeniu -
powoli, jednostajnie skracajgc nitke i nie modyfikujac tego procesu.

Gdyby na nitce wisiat woreczek z piaskiem, moglibySmy go przedziurawi¢. Wtedy - jesli
pomina¢ wplyw wahan na tempo wysypywania si¢ piasku - mielibySmy takze zewnetrzne
sterowanie w postaci zmniejszajacej si¢ masy wahadta.

Uktad sterowany wewnetrznie

Z podobnym zjawiskiem, polegajgcym na wzbudzaniu drgan, mamy do czynienia na
hustawce. Jest to zwykle wahadto, poruszajace sie w plaszczyznie pionowej, ktore
uzytkownik Sswiadomie rozpedza. Potrafi to zrobi¢, na ogét nie znajgc ,stojgcej za tym fizyki”
Po prostu w odpowiednich chwilach buja si¢ w przod i w tyt i zmienia potozenie srodka



masy ukladu w poziomie. Moze tez - kiedy rodzice nie patrza - powodowac
przemieszczenie Srodka masy uktadu w pionie, wykonujgc co$ na ksztatt przysiadow. Te
przysiady takze trzeba odpowiednio zsynchronizowac z ruchem hustawki.

Jest to przyklad sterowania wewnetrznego - zaleznego od stanu uktadu, podczas gdy np.
dlugos¢ wahadta i masa uzytkownika sg nadal ustalone.

Czesto spotykanym terminem jest sterowanie optymalne - prowadzace od danych
warunkow poczatkowych do pozadanych warunkow koncowych, mozliwie najmniejszym
kosztem (ktory tez trzeba zdefiniowac), wzglednie w najkréotszym czasie

Czy tatwo by¢ operatorem dzwigu?

Co na ten temat mowig fizycy? Okazuje sig, ze na temat tego konkretnego uktadu, ze
szczegOtami - naprawde nieduzo. Jego szczegotowy opis wykracza poza ramy wykladu

z mechaniki klasycznej dla studentow II roku fizyki. Nie znajdziemy go wiec w typowych
podrecznikach akademickich; okazuje sig, ze w Sieci jest takze praktycznie nieobecny.
Problem ten cze$ciejrozpatruja inzynierowie (zwykle w rozbudowanej wersji, bo

z uwzglednieniem ruchomego punktu zawieszenia wahadta. Ma to niebagatelne znaczenie
dla tak skomplikowanej czynnosci jak operowanie dzwigiem). Problemami tego typu zajmuja
sie takze matematycy. Te dwa podejscia majg dla przecietnego fizyka dwie - nazwijmy to
umownie - wady:

(a) podejscie inzyniera dazy do uzyskania konkretnego przepisu na bezpieczne i efektywne
przenoszenie konkretnego tadunku (ci¢zaru) przez konkretny dzwig. Jest to zrozumiate,
ale dla fizyka to za mato. Za szybko w toku analizy wigczane s3 tam do uzycia metody
przyblizone, za mato wnioskow jest formutowanych w oderwaniu od techniki - na rzecz
opisu zjawiska przyrodniczego i jego zaleznoSci od takich czy innych parametrow.

(b) na przesledzenie podejScia matematyka - tym razem na duzo wyzszym poziomie
ogolnosci niz tylko wahadto sferyczne na skracanejnici - wielu fizykow ma zbyt stabe
przygotowanie matematyczne.

Kompromis, czyli modelowanie numeryczne

Pozostaje wiec podejscie, ktore stosuje wielu fizykow, a o ktorym mozesz przeczytac
w e-materiatach ,Jak modelowac¢ wybrane zjawiska za pomoca modeli matematycznych?”
oraz ,Jak modelowa¢ wybrane zjawiska za pomocg modeli fizycznych?”.

Gdy zatem fizyk uznaje, ze warto zaproponowac opisane tu doSwiadczenie do demonstraciji
zasady zachowania momentu pedu, musi jeszcze wykonac¢ sporo pracy. Przypomnijmy:
nigdy nie przerabial tego zagadnienia samodzielnie i nie bardzo ma na czym si¢ wzorowac.
Swoje przekonanie musi wiec zweryfikowa¢ w ramach kilkuetapowego postepowania:



(i) proba mozliwie pelnego - w ramach naszych mozliwosci - jakosciowego (i przyblizonego
iloSciowego) zrozumienia zachowania naszego uktadu,

(ii) proba odpowiedzi na pytanie, czy na pewno w wahadle sferycznym o zmiennejw czasie
dtugos$ci moment pedu jest staty,

(iii) analiza numeryczna,

(iv) wizualizacja i proba interpretacji wynikow, w szczegolno$ci sprawdzenie, na ile dobrze
wypada poréwnanie z przewidywaniami z pkt. (i) oraz (ii).

Analiza jakosciowa

Zaczynamy od ,sugestii numerycznej’ w dwoch wersjach:

(a) zatozenie bardzo powolnych zmian dlugosci nici i zbadanie, czy zmiana energii
catkowitej wahadta - uwzgledniajgca oczywiscie wykonang przy wycigganiu nici prace -
daje staty moment pedu,

(b) proba zredukowania rownan ruchu i ich przyblizone, numeryczne rozwigzanie.

Dla dowolnej dtugosci nici, masy ciezarka na niej zawieszonego i dowolnej poczatkowej
predkosci katowej da sie wyznaczyc¢ kat oy miedzy pionem a nicig obracajgcego sie

wahadta stozkowego,
COSs o 1/3

sin” oy

L2
M?g

parametrow ukladu oraz przyspieszenia ziemskiego.
Polecenie 1

gdzie [y = ¢’ jest pewng dtugoscig; jak widac¢ zalezy ona od wymienionych

Sprawdz, ze jednostka [ jest metr.

Okazuje sie, ze wstawienie tej wielkosci do wzoru opisujgcego energie catkowitg uktadu
moze stuzy¢ do analizy jego stabilnosci - kat ten okazuje si¢ by¢ potozeniem rownowagi
trwalej dla zmiennego w czasie kata a. Przyblizajgc energie ruchu dla « bliskich ay,
podobnie jak w przypadku przybliZzenia matych drgan dla zwyklego wahadta -
wykonujgcego ruch w plaszczyznie pionowej - mozemy np. wnioskowac o ich
czestotliwosci.

Wynikiem tej analizy jest stwierdzenie, ze jesli zaburzy¢ ruch wahadta stozkowego, ustalony
poprzednio kat a zacznie zmieniac si¢ z okresowo w czasie. Jesli zaburzenie jest
niewielkie, kat ten bedzie si¢ zmienia¢ harmonicznie w czasie. Wyrazenie opisujace
czestotliwos¢ takich drgan ma postac



M a?
0= \3/ Lg (1 + 3cos® ag)tg?ap .
Wykres tej funkcji znajduje si¢ na Rys. 1. Widac, ze drgania te maja tym wiekszg
czestotliwos¢ (a wiec tym mniejszy okres), im wyzej jest wahadto. Da si¢ to wytlumaczyc¢
faktem obecnosci ,energii potencjalne;j sity odsrodkowej'".
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Rys. 1. Zalezno$¢ ©(ayw). Na osi rzednych oddano wielko$¢ bezwymiarowa, a dziedzine ograniczono tak, aby
wartosci nie przekraczaty 20. (Gdy kat zbliza sie do prostego, czestotliwo$¢ drgan dazy do nieskonczonosci.)
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Polecenie 2

Sprawdz, ze jednostka wspotczynnika mianowanego w powyzszym wzorze, tj. (MgQ/L)l/?’,

jest s~ L.

Na animacjach oraz wykresach ponizej zaobserwujesz ,zageszczanie si¢” drgan - wzrost
ich czestotliwo$ci oraz maksymalnej mozliwej predkosci katowej Aa/ At, gdy ,$redni kat”
wychylenia wahadta zbliza si¢ do kata prostego.

Symulacja numeryczna |

Przypomnijmy: w czesci ,,Przeczytaj” podaliSmy i omowiliSmy wyniki pozwalajace lepiej
zrozumie¢ wykonywane doswiadczenie. Uzyskane zostaly w oparciu o symulacije
numeryczng, przy czym stanem poczatkowym bylo wahadto stozkowe. Waznym zatozeniem
bylo, ze wystarczajaco powoli skracajgc ni¢, uzyskujemy ruch ciezarka po pewnej krzywe;j,

w kazdej chwili czasu przechodzacej przez punkty rownowagi kolejnych - coraz krotszych -
wahadet stozkowych. Algorytm symulacji opierat si¢ na bilansie energii calkowitej, rzecz
jasna z uwzglednieniem pracy wykonywanej podczas skracania nici. Symulacja ta miata na



celu sprawdzenie, czy (i z jakg doktadnoscig) zachowana jest pionowa sktadowa momentu
pedu. Uznalismy, ze doktadno$c¢ rzedu setnych czesci procenta jest zadowalajgca.

Mozna jednak to zatozenie (Scisle rzecz biorgc nieprawdziwe, co pokazuje doswiadczenie
wykonywane odpowiednio szybko) opuscic. Dzieje si¢ to kosztem skomplikowania naszej
analizy - musimy odwotac si¢ do pelnego réwnania ruchu dla wahadta sferycznego

o zmiennej dtugosci. Najwnikliwiej trzeba przyjrzec¢ sie ewolucji czasowejkata a.

Symulacja numeryczna Il

Dla potrzeb tej symulacji zaktadamy, ze pionowa sktadowa momentu pedu jest stata. Mozna
tak uczyni¢, majgc za wskazowke wyniki symulacji I. Teoretycznym argumentem jest analiza
wyrazenia opisujacego catkowita energi¢ mechaniczng uktadu,

AIN? o,y [(Ap\® o[ Aa)\’
(E) + 1” sin a<E> + 1 <E>

Zauwaz, ze wspolrzedna katowa ¢ nie pojawia sie w tym wyrazeniu (jedynie odpowiadajgca

E=

5 — Mgl cosa .

jej predkos¢ katowa). Mozna wiec powiedzie¢, ze symetria tego wyrazenia wzgledem
przesunie¢ w ¢ odzwierciedla symetri¢ osiowg problemu. To pozwala wnioskowac

o istnieniu pewnejzachowanej (tj. stalej podczas ruchu) wielkos$ci. Z zasad mechaniki
wynika, ze jest to moment pedu stowarzyszony z ta wspolrzedng, czyli L. O zwigzku
symetrii z prawami zachowania w fizyce dowiesz si¢ wiecej, siegajac do materiatu , Kim byta
Emmy Amalie Noether?’

Okazuje sie, ze ,oprogramowanie” problemu zawiera dwa w miare skomplikowane
fragmenty. Pierwszy to oczywisScie przyblizone rozwigzanie rownania ruchu dla
wspotrzednej katowej a.. Jest to rownanie na nieznang funkcje czasu, w ktorym to rownaniu
»uczestniczg” nie tylko wyrazy zalezne od «, ale takze od tempa zmian tej funkcii (tj.
odpowiedniej predkosci katowej) oraz tempa zmian tej predkosci katowej (czyli
przyspieszenia kagtowego):

—— =—>siha+ ——F7———-—— przyAt—0.

Roéwnania takie nazywamy rozniczkowymi. W przeciwienstwie do kilku znanych ze
szkolnego kursu fizyki przypadkow (rownanie ruchu wahadta, ciezarka na sprezynie, ale
rowniez rownanie rozpadu promieniotworczego) - jawnego (zapisywalnego ,jednym
wzorem”, z pomocg funkcji elementarnych, tj. wielomianow, funkciji trygonometrycznych
itp.) wyrazenia na «(t) nie znamy. Jesli istnieje, uzyskanie go jest bardzo trudne,

a wnioskowanie o jego wlasnosciach ilosciowych i tak musiatoby prowadzi¢ do
koniecznosci odwotania si¢ do tablic, wykresow i metod obliczeniowych. Stad swego



rodzaju wytrych - rozwigzanie numeryczne, tj. uzycie komputera i operowanie
skonczonymi przyrostami czasu At i uzyskanie przyblizenia poszukiwanej zaleznosci.

Otrzymanie zalezno$ci ((t) nie jest trudne, jesli umiemy uporac sie z powyzszym
réwnaniem - to dzieki zwiazkowi L = M2 sin? aﬁ—f = const.

Drugim trudnym - ale latwiejszym do rozwigzania - problemem jest odwrocenie zaleznosci
lo(ey), aby dla znanej dtugo$ci wahadta méc znalez¢ odpowiadajacy jeji pozostatym
parametrom ruchu kat odpowiedniego wahadta stozkowego. Nalezy numerycznie
rozwigza¢ réwnanie (juz algebraiczne!)

COS O 1/3
l(ao) — o 1 =0

sin” o

ze wzgledu na oy. Okazuje sie, ze dla réznych zakresow [ (i spodziewanych wynikow)
nalezy wykonac nieco ,zonglerki”, np. podnoszac oba wyrazy do potegi 3, dzielac przez
cos oy itp. Unika si¢ w ten sposob efektow w postaci rozwigzan ,schodkowych” -
kawatkami statych, co jest jawnie niezgodne z doswiadczeniem i przewidywaniami.

Kroétko o stosowanych algorytmach numerycznych

Do przyblizonego rozwigzania rownania (2) uzywamy metody Rungego-Kutty IV rzedu. Do
uzyskania zaleznosci czasowej kata azymutalnego ¢ wystarczy zastosowanie ,naiwnej’
metody dodawania iloczynu predkosci katowej przez krok czasowy.

Ciekawostka

Zastosowanie metody ,naiwnej’ do rownania (2) prowadzi do absurdalnych wynikow.
Jesli do ,poprzedniej’ wartosci kgta dodamy iloczyn predkosci katowej przez krok
czasowy i potowe przyspieszenia katowego przez kwadrat kroku czasowego (de facto
przyjmujac, ze na krotkim odcinku czasu ruch jest jednostajnie przyspieszony), juz
wahadto sferyczne (o ustalonej dtugosci!) bedzie miato rosnacg w czasie energie. Widac
wiec juz na etapie wstepnym, ze ta metoda do naszej symulacji si¢ nie nadaje. Metoda
Rungego-Kutty okazuje si¢ z bardzo dobra doktadnoscig ,zachowywac energi¢” - przez
setki cykli zmiennosci obu katow opisujgcych ruch takiego wahadta.

Rownanie (2) stuzace uzyskaniu zalezno$ci a(l) rozwigzujemy metodg bisekcji. Polega to
na wzieciu poczgtkowego przedziatu (0; 7/2) dla a i kontynuowaniu dzielenia go na
polowy tak, aby znaki lewej strony (1) byly rozne na koncach kolejnych przedziatow.

W kazdym nowym kroku tej metody przedzial, do ktorego nalezy poszukiwany wynik, jest
potowa przedziatu w kroku poprzednim. Jesli warto$¢ lewej strony dla ustalonych li [y (a
wiec L i M) jest odpowiednio mata (w naszych obliczeniach byla to liczba rzedu 1075),
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zwracamy jako rozwigzanie odpowiednig warto$c¢ kata ay. Graficzng ilustracje tego
algorytmu obejrzysz w harmonii ponize;.

Poszukiwanie rozwiazania réwnania f(x) = 0 metoda bisekcji. Od rysunku 3. poczawszy - dla
lepszej widocznosci detali - opusciliSmy znaczniki i odpowiednio wyskalowalismy wykres.
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Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Wyniki

Wahadto sferyczne

Aby uzyskac¢ oglad, jak zachowuje si¢ nasz uktad, zacznijmy od wahadta o ustalonej dtugosci.
Na Rys. 2a. pokazane sg wspolrzedne, ktorych bedziemy uzywac - tzw. wspotrzedne
sferyczne, w ktorych okreslenie potozenia punktu - zamiast trojki wspotrzednych
kartezjanskich - polega na podaniu jego odlegtosci od pewnego punktu wyréznionego
(poczatku pokazanego uktadu kartezjanskiego) oraz dwoch katoéw. Jeden z nich - zwany
azymutalnym - mierzy kat miedzy linig przerywana a osiag Oz w plaszczyznie z = 0. Drugi
mierzy odchylenie nici wahadla od pionu, wyznaczonego przez o$ Oz. Oba katy podajemy
zawsze w radianach; w razie potrzeby mozna je przeliczy¢ na stopnie, mnozac wynik przez
180° /mrad. Katy te s3 - z doktadno$cia do wyboru poczatku odliczania i zakresu -
analogiem odpowiednio dlugosci i szerokosci geograficznej znanych z lekcji geografii.



Xy

Rys. 2a. Wspodtrzedne uzywane w opisie wahadta. Kat azymutalny ¢ mierzony jest w ptaszczyznie zy

i przebiega zakres [0; 27), kat a mierzy odchylenie nici wahadta od pionu. W zasadzie jego dziedzina,
obejmujaca takze obszar dodatnich z, jest przedziat [O; 7r], ale dla potrzeb naszego problemu wystarczy zakres
katow ostrych, tj. [0;7/2)

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Zwigzek miedzy przedstawionymi wspolrzednymi a typowo uzywanymi kartezjanskimi jest
nastepujacy

z(r,a,p) =rsinacos ¢,
y(r,a, ) = rsinasing
z(r,a) = —rcosa .

W przypadku ogodlnego ruchu wahadla sferycznego, tj. z L+#0ize zmiennym katem a,
ciezarek zakresla ciekawe krzywe na powierzchni sfery, ktorej promien ma dtugos$¢ rowna
dtugosci nici. Zwykle krzywe te - nieformalnie - nazywa si¢ rozetkami. Zobaczysz takg
krzywa na animacji ponizej. Poki co zwro¢ uwage, ze ksztatt wykresu a(t) w ogélnosci
odbiega wyraznie od ksztaltu ,.czystej” sinusoidy (Rys. 2b. i 2c.).
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Rys. 2b. Wahadto sferyczne - zaleznos¢ katéw a oraz ¢ od czasu dla petnego obiegu wahadta dookota osi
pionowej (kat ¢ raz przebiega przedziat [0; 27). Widac, ze w miejscach najwiekszej stromizny niebieskiej
krzywej (tj. najwiekszych wartosci Ay /At) krzywa czerwona ma minimum i jest ono "ostrzejsze" niz
maksimum.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Mozna jakosciowo wyttumaczy¢ ten fakt: punkty odpowiadajace maksymalneji minimalnej
wartos$ci a znajduja si¢ na roznych wysokosciach, roznig sie wiec energia potencjalng, wiec
majg prawo roznic sie wartoscia sity ,zawracajacej’ wahadto do potozenia rownowagi.

Trzeba tez pamietac, ze podzial energii kinetycznej miedzy predkosci katowe i_? oraz i—f

musi uwzglednia¢ staloé¢ pionowej sktadowej momentu pedu, L = M2 sin? a% .
W skrajnym uproszczeniu mozna powiedziec, ze zaleznos¢ obu katéw od czasu jest na tyle

skomplikowana - ze wzgledu na posta¢ rownan ruchu - ze na pewno nie jest sinusoidalna.

Ponizej (Rys. 2¢.) prezentujemy podobne wykresy, ale dla mniejszej masy wahadla przy tym
samym momencie pedu. Tu wykres «(t) bardziej przypomina wykres funkcji sinus niz
poprzednio. Funkcja ¢(t) roénie praktycznie liniowo w czasie - odstepstwa od linii prostej
sa tu zauwazalnie mniejsze niz dla niebieskiej krzywej z Rys. 2b.
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Rys. 2c. Wahadto sferyczne o mniejszym niz dla Rys. 2b. ilorazie M /L. Kat azymutalny ¢ rosnie praktycznie
liniowo, z niewielkimi oscylacjami. Wykres zaleznosci czasowej kata « bardziej przypomina sinusoide niz

przedstawiony na Rys. 2b.
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Roznica w czestotliwosciach widocznych oscylacji wynika z réznych mas przy jednakowym
momencie pedu. W przyblizeniu odpowiada za to zwigzek opisujacy wielko$¢ €2 powyze;j,
przed Poleceniem 2.

Wizualizacja wynikéw

Zacznijmy od obiecanych ,rozetek” dla wahadla sferycznego - przesledz Animacije 1.
ponizej:



Film dostepny pod adresem /preview/resource/R1bbOzi4HbxMT

Animacja 1. Wahadto sferyczne - punkt zakreslajgcy czerwony tor na sferze. Zauwaz, ze zakres kata « jest
ograniczony. Postaraj sie wyobrazi¢ sobie przebieg zmiennosci predkosci katowych dla katéw a oraz ¢.
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

W animacji pokazano wycinek sfery, symbolizujacej dostepne dla wahadta stozkowego
potozenia oraz tor takiego przyktadowego wahadta o ustalonej dtugosci, w postaci
czerwonej krzywejw ksztalcie rozetki. Animacja jest ruchomym obrazem przedstawionym
bez udziatu lektora.

Animacja 2. pokazuje zachowanie wahadta o nici skracanejliniowo w czasie, tj. wg przepisu
I(t)=1—-Vt,

przy czym zawsze [(t) > 0. Symbolem V oznaczamy predko$¢ skracania wahadta wyrazona
w metrach na sekunde.

Symulacja konczy sie - cho¢ nie musi tak by¢, ale tak to zaprogramowalismy - w chwili, gdy
kat « pierwszy raz staje sie prosty, tj. osigga warto$¢ /2 rad. Obok wirujacego wahadta
(zakreslajacego swdj tor) oraz jego ,cienia” - w zamysle utatwiajgcego Sledzenie ruchu -
pokazane sg tez wartosci kata rwnowagowego o (punkt zielony) oraz rzeczywistego kata
a (punkt niebieski). Pionowa 0§ tej cze$ci animacji jest wyskalowana

w radianach. Niewielkie drgania punktu niebieskiego - na tle ,wznoszenia” punktu
zielonego - sg praktycznie nie do zaobserwowania na animacji po lewej stronie.
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Film dostepny pod adresem /preview/resource/Ri23l1Rnxk3YO

Animacja 2. Stan poczatkowy: wahadto stozkowe. Ni¢ skracamy liniowo w czasie.
Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

W animacji pokazano tor wahadta w przypadku, gdy skracamy sznur liniowo w czasie. Po
lewej stronie rysowany jest fioletowy odcinek i fioletowa kulka symbolizujagce wahadto oraz
jego cien w Swietle docierajgcym z gory, w postaci szarego odcinka i szarej kulki, nieco
mniejszej niz fioletowa. Po prawej stronie pokazano dwa punkty oddajace na pionowej skali
w zakresie od zera do pi drugich radiana chwilowy kat alfa w danej chwili oraz odpowiedni
kat rownowagi alfa zero. Punkt zielony opisuje kgt rownowagi, punkt niebieski - kat
rzeczywisty. W miare postepu animacji oba punkty poruszaja si¢ $rednio rzecz biorgc

w gore, przy czym punkt po lewej stronie porusza si¢ wytgcznie w gore, a potozenie punktu
po prawej stronie oscyluje wokot potozenia punktu po lewej stronie. Animacija jest
ruchomym obrazem przedstawionym bez udziatu lektora.

Tor wahadta moze kojarzyc¢ si¢ z zielong krzywgq oplatajacq szarg powierzchnie,
zaprezentowana na Rys. 7. w sekciji ,Przeczytaj’. To naturalny kandydat na pierwsze
skojarzenie. Jednak nalezy pamietac, ze rzeczywisty tor jedynie co jaki$ czas przechodzi
przez kolejne potozenia rownowagi ayp, ale w zadnym wypadku nie jest tak dla kazdej chwili
czasu. Co wiecej - zadnej tak prostej do opisania i naturalnie wyrdznionej powierzchni tu
nie ma. Jednak mamy prawo przypuszczac (i zasugerowac to na drodze ,eksperymentu
numerycznego”), ze im mniejsza predkos¢ skracania nici V, tym realny tor jest blizszy
wspomnianej powierzchni. Dzieje sie tak z uwagi na mniejsze odstepstwa a(t) od ayp.

Kolejny przypadek to wahadto sferyczne (nie stozkowe), ktore skracamy inaczej niz
poprzednio, bo niejednostajnie. Rys. 3a. pokazuje zalezno$¢ I(t); wybrali$émy funkcje arcus
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tangens, tj. odwrotng do tangensa. Dobrze modeluje ona sytuacje, gdy zaczynamy ciggnac

ni¢ powoli, nastepnie coraz szybciej, ale pod koniec zwalniamy.
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Rys. 3a. Niejednostajne skracanie nici wahadta
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Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:

https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Na Rys. 3b. wida¢ wykres zaleznosci kata a(t) (krzywa czerwona) oraz kata

odpowiadajacego rownowadze (krzywa zielona). Warto zauwazy¢, ze w miare wzrostu czasu

(a zatem malenia [) oscylacje a wyraznie zwigkszajg amplitude i czestotliwosc.
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Rys. 3b. Zaleznos¢ kata wychylenia od pionu oraz kata rwnowagowego od czasu dla l(t) przedstawionej na

Rys. 3a.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:

https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.



Na Rys. 3c. pokazujemy odpowiednie predkosci katowe - dla kata azymutalnego ¢ oraz kata
Q.
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Rys. 3c. Fragment przedziatu czasu z Rys. 3a. i 3b., obie predkosci katowe dla wahadta. Widac réznice
w ksztatcie miniméw i maksimoéw na zielonej krzywej oraz réznice w stromiznach fioletowej przy przejsciu
przez wartos¢ O - fragmenty rosnace sg stromsze od malejgcych.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Algorytm, czyli wstep do dziatalnosci wtasnej

Schemat 1. przedstawia sposob uzyskiwania wynikow, ktore postuzyty do stworzenia
powyzszych rysunkow i animacji. Zachecamy do przesledzenia go, konsultacji na lekcjach
informatyki i fizyki oraz tworczej modyfikacji, ew. stworzenia sumulacji zachowania innego
interesujacego ukladu fizycznego. W szczegolnosci: problemem, ktorego tu nie
poruszyliSmy, a uwazamy za ciekawy, jest zbadanie zaleznosci stanu koncowego wahadta po
ustaniu zmian jego dtugosci od chwili, kiedy te zmiany ustaty, w szczegoélnosci od tego, czy
w chwili tej wahadto przechodzito przez punkt o zerowej, czy moze maksymalnej predkosci
katowej dla kata a.

Zastosowane tu srodowisko, jezyki programowania i zewnetrzne narzedzia nie s3 w zadnym
wypadku wyborem uniwersalnym. Jedng z ,wad” wyboru C++ jest nieco trudniejsza obstuga
powiazania argumentéw wejsciowych z rodzajem symulaciji, tj. konkretng postacia I(t).
Fatwiej jest to zrobi¢ w jezykach takich jak C# czy Java.
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Schemat 1. Przyktadowe postepowanie prowadzace do rysunkéw badz animacji podobnych do
zamieszczonych wyzej. Ostatnie trzy zmienne kartezjanskie stuzg wytacznie do tworzenia rysunkéw
tréjwymiarowych, bedacych klatkami animacji.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Stowniczek
Metoda Rungego-Kutty

(ang. Runge-Kutta algorithm) - jedna z zaawansowanych metod do numerycznego
rozwigzywania rownan rozniczkowych. Dla rownan opisujacych drgania okazuje si¢ by¢
duzo dokladniejsza od najprostszego schematu polegajgcego na traktowaniu ruchu

w kazdym kroku czasowym jako ruchu jednostajnie przyspieszonego.

Metoda bisekcji

(ang.: binary search algorithm) - tu: sposob rozwigzywania rownan metoda kolejnych
podziatow na dwie rowne czesci odcinka, o ktorym wiemy, ze zawiera rozwigzanie.
Szerzej - sposob przeszukiwania tablic ew. struktur drzewowych w programowaniu.




Symulacja interaktywna

Zasada zachowania momentu pedu w zderzeniu niesprezystym

Przypomnij sobie podstawowe fakty o zderzeniach niesprezystych punktow
materialnych, np. w e-materiatach ,,Co to jest zderzenie niesprezyste?” i ,Zasada
zachowania pedu a zderzenia niesprezyste”.

Czy moze doj$¢ do niesprezystego zderzenia punktowej masy z obracajaca si¢ bryta?

Tak, przedstawione jest to na rysunku ponizej:

(a) (b)

(a) Na wirujacg tarcze spada kulka.
(b) Po przyklejeniu si¢ kulki do tarczy uklad wiruje z mniejszg predkoscia katowa.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Wykorzystaj symulacje do zbadania stosowalnosci zasady zachowania momentu pedu

do opisu takiego niesprezystego zderzenia.

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.



Polecenie 1

W symulacji predkosci katowe podawane sg w jednostkach o skrocie ,rpm” -

z angielskiego: revolutions per minute. Jest to czesto uzywana jednostka oraz jej skrét
dla opisywania predkosci obrotowych silnikéw, spalinowych i elektrycznych, a takze

ptyt gramofonowych.

Wskaz najbardziej trafny komentarz do zastosowania tej jednostki do predkosci katowej.

Jest to poprawne z punktu widzenia jednostki predkosci katowej i dopuszczalne
() z punktu widzenia wykorzystania pozauktadowej jednostki czasu, jaka jest
minuta.

Jest to dopuszczalne, mimo ze "obroty na minute" to, formalnie rzecz biorac,
jednostka czestotliwosci. Jednak zwigzek pomiedzy czestotliwoscia a predkoscia
katowa jest proporcjonalny, wiec bez problemu mozna zamieni¢ 3 obroty na
minute na 3 - 27 radianéw na minute.

Jest to niedopuszczalne: ,obroty na minute” nie jest jednostka uktadu SI, a tylko
takie sg dopuszczone do uzytku.

O

Polecenie 2
Zastosuj zasade zachowania momentu pedu do sytuacji przedstawionej w symulacji.
Przyjmij te same oznaczenia i wyprowadz wyrazenie pozwalajagce obliczy¢ predkosé

katowa w, przy zadanych pozostatych parametrach uktadu.




Polecenie 3
Przeprowadz symulacje dla kilku wartosci odlegtosci d. Zanotuj uzyskang korncowa
predkosc w. Nastepnie wykorzystaj wyrazenie wyprowadzone w poprzednim poleceniu

i oblicz, czy Twéj wynik jest zgodny z otrzymanym w symulacji.




Polecenie 4

Ustawiaj rézne odlegtosci punktu upadku kulki od osi obrotu. Dla kazdej odlegtosci:

- zbadaj, za pomoca symulacji, koncowa predkos¢ katowg wy uktadu w przyblizeniu
punktu materialnego dla kulki;

- przetacz symulacje na wersje ,zaawansowang” i zbadaj ws uzyskang przy zatozeniu, ze
kulka jest rozciagta bryta;

- przygotuj w arkuszu kalkulacyjnym czterokolumnowa tabele i wpisuj do niej
uzyskiwane wyniki; w ostatniej kolumnie wpisz procentowa réznice A pomiedzy tymi

predkosciami kagtowymi, zgodnie ze wzorem:

W1 — Wy
A= ————
w1

Sporzadz wykres zaleznosci A(d) i skomentuj jego przebieg.

W komentarzu uwzglednij doktadno$¢, z jakg podawane sg wyniki symulacji.

Przyktad organizacji tabeli z danymi z symulacji. Wypetniono przyktadowy wiersz.

Lp. d (cm) w1 (rpm) wy (rpm) A (%)

‘ 1 30 2.54 2,54 0




Film (standardowy)

Precesja a zasada zachowania momentu pedu

Dla zainteresowanych

Jednym ze sposobow zademonstrowania zasady zachowania momentu pedu jest
pokazanie roznych aspektow zjawiska precesji. Nie przejmuj si¢, jesli jeszcze niewiele
wiesz o samym zjawisku. Obejrzyj film, rozpoznaj na czym ono polega - jest bardzo

zaskakujace i widowiskowe.

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RcZj2KIWfu4tR

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
Zapoznaj sie z audiodeskrypcjg filmu.
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Polecenie 1

Koto rowerowe jednostronnie podparte

Opisz przebieg dwéch pierwszych eksperymentdéw z kotem rowerowym. Wskaz
przyczyne réznicy w zachowaniu sie kota. Staraj sie uzy¢ w swoim opisie stowa
,precesja’, ,ruch precesyjny” we wtasciwym kontekscie.

Wskaz takze lapsus jezykowy, ktory przytrafit sie osobie przeprowadzajacej

i prezentujacej eksperyment.

Polecenie 2

Jak wywotaé precesje?

Obejrzyj przebieg trzeciego eksperymentu, w ktérym wirujacy bak, podparty w jednym

punkcie, nie przewraca sie.

Uzupetnij zdania:

1. Gdyby bak nie wirowat, to po zwolnieniu gérnego mocowania ‘ przewrocitby sie [ ] ’/

utrzymatby sie w pionie [ ] ’

2. Natomiast utrzymywanie sie w pionie wirujgcego baka jest przejawem zasady

zachowania | energii kinetycznej (] ’/‘ pedu | M momentu pedu [ | ’

3. Tuz po rozkreceniu baka i zwolnieniu gérnego mocowania, jego precesja

‘ byta wyraznie widoczna | ’/‘ byta praktycznie niewidoczna [ | ’/

‘ w ogdle nie wystepowata | ’

4., 7 tego mozna wysnuc¢ wniosek, ze wirujaca bryta o symetrii obrotowej podlega zjawisku

precesji‘ zawsze ] H tylko gdy pojawi sie krétkotrwaty impuls momentu sity tarcia [ ] ’/

‘ gdy jest poddana dziataniu dowolnej zewnetrznej sity o niezerowym momencie ] ’




Cwiczenie 1

Wskaz najbardziej trafne uzupetnienia podstawowego opisu zjawiska precesiji.

1. Zjawisko precesji dotyczy ciat, do ktérych stosujemy opis‘ punktu materialnego [ ] ’

bryty sztywnej ] H zaréwno punktu materialnego jak i bryty sztywnej [ | ’

2. Ciato, by wykonywac ruch precesyjny, musi miec¢ niezerowa‘ predkos¢ liniowa ] ’

predko$¢ katowa [ | ’

co najmniej jedng z dwéch predkosci, réwnie dobrze liniowa jak katowa [ ] ’ .

Mozna wiec przypuszczad, ze precesja sie w jakis sposob taczy z zasada zachowania

pedu [ | H momentu pedu [ | H ktorejkolwiek z tych dwdch wielkosci ] ’

3. Precesja pojawia sie wskutek dziatania

sity tarcia, ktéra nieco zaburza oryginalny ruch ciata [ ] ’

sity grawitacji, ktéra nieco zaburza oryginalny ruch ciata [ ] ’

dowolnej sity zewnetrznej, ktéra jest zdolna zaburzy¢ oryginalny ruch ciata [ ] ’

precesja wystepuje zawsze, bez zewnetrznej przyczyny | ’

4. Ruch precesyjny ciata objawia sie tym, ze | wektor pedu [ ]

wektor momentu pedu ] | ciata zmienia kierunek w stosunku do kierunku oryginalnego,

po czym obiega ten oryginalny kierunek.



Polecenie 3

Pstryknij monete, a precesja sie objawi

Znana jest zabawa w pstrykanie monety na poziomej, gtadkiej powierzchni.

WezZ monete, mozliwie masywng (np. wspotczesng 5-ztotdwke), postaw jg pionowo na
stole i delikatnie przytrzymaj od goéry palcem jednej reki. Palcem wskazujacym (lub
sSrodkowym) drugiej reki pstryknij ja w punkt obwodu mozliwie odlegty od osi obrotu -
dzieki temu nadajesz monecie... no wtasnie, co?

Opisz w kilku zdaniach charakterystyczny ruch monety. W swym opisie odpowiedz na
zadane pytanie. Wykorzystaj takze pojecia ,zasada zachowania momentu pedu” oraz

,precesja”.

Polecenie 4

Precesja na scenie

Eksperymenty fizyczne mogg inspirowac do twdrczosci artystycznej. Obejrzyj ostatnia
czes¢ filmu, pozbawiong komentarza, pod katem uczynienia z niej uktadu
choreograficznego. Zaproponuj komentarz do takiego uktadu. Wybierz jedng z dwéch
wersji (albo wymysl inng):

- komentarz ,artystyczny” - do przedstawienia baletowego ,Taniec ze szprychami”;

- komentarz ,sportowy” - do zawoddéw w dyscyplinie ,Kolarstwo figurowe

i artystyczne”.




Polecenie 5

Precesja w astronomii

Ziemia jest czesto opisywana jako bryta sztywna, co w wielu sytuacjach jest
uzasadnione. Wiruje ona w ramach ruchu dobowego, a jej 0$ obrotu wskazuje na niebie
kierunek pétnoc-potudnie. Punkty wskazywane na niebie przez o$ Ziemi zwane sg

w astronomii biegunami swiata. Przyjmuje sie, ze Gwiazda Polarna lezy w jednym

z takich biegunow.

Wiadomo ponad wszelka watpliwos$¢, ze o$ Ziemi wykonuje ruch precesyjny. Ruch ten
jest bardzo powolny - w skali ludzkiego zycia nie powoduje zauwazalnych efektéw.

1. Wyszukaj informacje o czasie trwania jednego cyklu tego ruchu.

2. Wymien przynajmniej jeden skutek tego ruchu, zauwazalny na niebie w skali znacznie

dtuzszej niz zycie ludzkie.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)
Punkt materialny wprawiono w ruch obrotowy z predkoscia katowa w; po okregu

o promieniu 7. Jesli ciato to poruszacd sie bedzie po okregu o promieniu 74, to jaka bedzie
jego predkosc¢ katowa w9 ? Uzupetnij ponizszy wzor.

1 1 2
BiESEalE




Cwiczenie 2 @)
Ponizszy rysunek prezentuje ciato poruszajace sie po spirali. W pewnej chwili potozenie
ciata wzgledem srodka spirali dane jest wektorem El, a predkoé¢ liniowa wynosi v7. Po
przemieszczeniu sie do punktu I—%, w odlegtosci o potowe mniejszej niz poprzednio,

ciato porusza sie z predkoécia vs.

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Przyjmij, ze w ruchu ciata zachowany jest moment pedu i wskaz, ktéry z ponizszych

wektordw - z rozsagdnym przyblizeniem - prezentuje predkos¢ U5 tego ciata:

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

O A



Cwiczenie 3 O

Oblicz, ile razy wieksza bedzie predkos¢ katowa kulki o promieniu 5 cm, ktéra obracata sie

dookota pewnej osi w odlegtosci 50 cm, jesli znalazta sie w odlegtosci 25 cm od tej osi.
Wynik podaj z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku.

Przyjmij, ze mimo zmiany odlegtosci zachowany jest moment pedu kulki.

Wy = w1




Cwiczenie 4 ®
Kulka o promieniu 7 = 5 cm porusza sie ruchem obrotowym wokét osi, ktéra
pierwotnie byta odlegta o 15 cm od Srodka kuli. W miare jak kulka zmniejsza swoja
odlegtos¢ od osi obrotu, zwieksza sie jej predkosc¢ katowa. Wynika to z zachowania
przez kulke momentu pedu - iloczyn malejagcego momentu bezwtadnosci i rosnacej

predkosci katowej jest staty.

Pewien eksperymentator wykonat ponizszy wykres. Pokazuje on zielonymi punktami
zmierzong predkosc katowa kulki w coraz mniejszych odlegtosciach od osi, wokot
ktorej sie obracata. Eksperymentator wyznaczyt niepewnosci pomiaru. Stwierdzit, ze
poza czterema punktami, odpowiadajgcymi najwiekszym predkosciom katowym,
odcinki niepewnosci nie bytyby na wykresie widoczne. Na tle punktéw nanidst wyniki
dwdéch modeli fizycznych, opisujacych zachowanie kulki. W jednym kulke przyblizano

punktem materialnym, w drugim traktowano ja jako bryte sztywna.

A

model bryty sztywnej 41 60
model punktu materialnego L
50 ©
o
eksperyment —
40 C©
=
3
30 _{2)
O
8
20 x
o
(04
—_

—
< 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0,15 014 013 0,2 0211 010 009 008 0,07 006 0050

odlegtos¢ od osi obrotu [m]

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Na podstawie tego wykresu ocen, ktéry z tych modeli jest poprawny.




Cwiczenie 5 @

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Powyzszy rysunek w sposdb schematyczny prezentuje Ziemie (kulka niebieska) orbitujaca
wokot Stonca (kulka zotta).

Na rysunku widac, ze orbita Ziemi ma ksztatt elipsy, a nie okregu. Stonce znajduje sie
w jednym z ognisk tej elipsy. Znaczy to, ze odlegtos¢ miedzy Ziemig a Stoncem zmienia sie
w ciggu roku. Czy w zwigzku z tym zmieniac sie bedzie takze predkos¢ liniowa naszej

planety? (Uwaga: nie jest zachowana skala, eliptyczno$¢ orbity oddana jest w sposob
wyolbrzymiony.)

Tak, bedzie najwieksza, gdy Ziemia bedzie w najwiekszej odlegtosci od Stonca.

Tak, bedzie najwieksza, gdy Ziemia bedzie w najmniejszej odlegtosci od Stonca.

Nie, predkosc¢ jest stata, niezaleznie od odlegtosci Ziemi od Stonca.

o O O O

Zadne z powyzszych.



Cwiczenie 6 ®
Bolas to dawna bron mysliwska. Sktadata sie z ciezkich kul (dwoch lub wiecej),
potaczonych sznurem. Kule byty ciezkie, wykonane z kamienia lub metalu, a sznur dos¢

dtugi. Jak myslisz, jaka byta zasada dziatania tej broni?

Zrédto: Roberto Fiadone, dostepny w internecie: https:/commons.wikimedia.org/wiki/File:Boleadoras_02.jpg
[dostep 24.08.2022], licencja: CC BY-SA 4.0.




Cwiczenie 7 @

Jesli ciato poruszato sie z predkoscia liniowa v, po okregu o promieniu 74, to - zaktadajac,
ze zmiana toru odbyta sie z zachowaniem momentu pedu - poruszajac sie po okregu
0 promieniu 79 bedzie miato predkosc¢:

O vr=v

O ’022’01:—;

O ’022’01%

Cwiczenie 8 @
Satelita geostacjonarny orbituje wokét Ziemi w ptaszczyznie rownika. Jego orbita jest
okregiem o promieniur, = 42000 km, a predko$c¢ orbitalnav, = 3,1 kTm Wyobraz
sobie, ze taki satelita utracittacznos¢ z Ziemia i w niekontrolowany sposéb wtaczat

i wytaczat swoje silniki sterujgce. Skutkiem takiego procesu mogtoby byc¢ poruszanie sie
satelity po linii krzywej, lezacej w ptaszczyznie rownika, ale potozonej coraz blizej Ziemi.
W momencie wyczerpania paliwa orbita satelity mogtaby ponownie mie¢ ksztatt
okregu, ale o mniejszym promieniu 7, = 7000 km. Na takiej orbicie jego predkosc
orbitalnavy = 7,6 kTm Cho¢ taki proces jest niezmiernie mato prawdopodobny, to jest

mozliwy.

Zbadaj, czy w opisanym procesie przejscia z jednej kotowej orbity na druga, takze
kotowa ale nizsza, zachowany zostatby moment pedu satelity. Skomentuj wynik
badania.




Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko autora:
Przedmiot:
Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa programowa:

Dariusz Aksamit

Fizyka

Jak zademonstrowac zasade zachowania momentu pedu
III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

II. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw
i zaleznosci fizycznych.

III. Planowanie i przeprowadzanie obserwaciji lub
doswiadczen oraz wnioskowanie na podstawie ich
wynikow.

Zakres rozszerzony
TreS$ci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

4) przeprowadza obliczenia liczbowe postugujac sie
kalkulatorem;

6) tworzy teksty, tabele, diagramy lub wykresy, rysunki
schematyczne lub blokowe dla zilustrowania zjawisk badz
problemu; wiasciwie skaluje, oznacza i dobiera zakresy osi;
11) opisuje przebieg doswiadczenia lub pokazu; wyrdznia
kluczowe kroki i sposob postepowania oraz wskazuje role
uzytych przyrzadow i uwzglednia ich rozdzielczoSc.

IIl. Mechaniki bryly sztywne. Uczen:
8) doswiadczalnie:
a) demonstruje zasade zachowania momentu pedu.



Ksztaltowane

kompetencje kluczowe:

Cele operacyjne:

Strategie i metody
nauczania:

Formy zaje¢:
Srodki dydaktyczne:

Materialy pomocnicze:
PRZEBIEG LEKCJI

Faza wprowadzajaca:

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
1 inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.

Uczen:

1. dowiaduje sie, jak zademonstrowac zasade
zachowania momentu pedu.

2. przeprowadza symulacje doswiadczenia

3. wykonuje obliczenia rachunkowe wykorzystujgc
zasade zachowania momentu pedu.

eksperymentalno-obserwacyjna

praca grupowa

komputer z dostepem do Internetu i projektorem
multimedialnym, lejek i kulki, oprogramowanie typu
tracker, telefon komorkowy

brak

Nauczyciel prezentuje uczniom duzy lejek i zestaw kulek. Nauczyciel prosi wybranego

ucznia, by ten wprawit kulke w ruch obrotowy wewnatrz lejka. Nauczyciel zauwaza, ze

kulka nie opada na dno, ale pozostaje w tym ruchu przez pewien czas (ograniczony

tarciem i oporem powietrza). Nauczyciel zwraca uwage, ze gdy kulka zaczyna opadac,

krazac po ciasniejszej orbicie, jej predkos¢ katowa wzrasta. Uczen, ktory sie zglosi na

ochotnika, nagrywa to zjawisko np. za pomocg kamery w telefonie komorkowym.
Nauczyciel zgrywa film i wgrywa go do programu typu tracker (np.
https://physlets.org /tracker/).

Faza realizacyjna:



Jesli istnieje mozliwoS¢ pracy w pracowni komputerowej, uczniowie wykonujg
nastepujgce czynnosci w parach lub grupowo. W przeciwnym wypadku obserwuja
prezentacje na projektorze. Po wgraniu filmu do programu nastepuje jego analiza -
oznacza sie Sledzony punkt, wprowadza skale i wigcza sie tryb Sledzenia tego punktu.
Program analizuje potozenie oznaczonejkulki w lejku, jednoczesnie rysujgc na
wykresach jej predkosc¢ liniowg i kagtowa. Nauczyciel zwraca uwage na ksztaltt krzywych
opisujacych dane eksperymentalne - ttumaczy uczniom, ze jest to efekt spelniania,

w kazdej chwili, zasady zachowania momentu pedu z uwzglednieniem obecnosci sit
oporu. Nauczyciel prosi ochotnika o objasnienie zmiany predkosci katowej obracajace;j
sie kulki we wspomnianym wypadku.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel krotko demonstruje uczniom wahadto stozkowe wraz z mozliwoscia jego
skracania. Wyjasnia - w $wietle pracy domowej - ewentualne watpliwosci uczniow
zwigzane z obstugg takiego zestawu.

Nauczyciel prosi uczniow o rozwigzanie zadan: 1, 2, 3 i 7 z zestawu ¢wiczen. Uczniowie
w parach przeprowadzajg dyskusje podsumowujaca w oparciu o rozwigzanie zadan.
Nauczyciel obserwuje prace uczniow, wspiera w realizacji zadania. W razie potrzeby
nauczyciel dostarcza im informacje zwrotng ksztattujaca.

Praca domowa:

Uczniowie wykonujg wahadlo stozkowe, obserwujg jego ruch, w tym podczas
powolnego skracania oraz wykonuja krotka notatke ze spostrzezeniami i wnioskami.
Uczniowie utrwalajg wiedze¢ i zdobyte umiejetnosci przez rozwigzanie w domu zadan: 4,
518z zestawu ¢wiczen. Dla osob chetnych rowniez zadanie 6.

Symulacja moze by¢ wykorzystana po lekcji w celu
Wskazowki metodyczne powtoérzenia i utrwalenia wiadomosci dotyczacych zasady

opisujace rozne zachowania momentu pedu.
zastosowania danego Film edukacyjny jest punktem wyj$cia do samodzielnej
multimedium: pracy uczniow szczegolnie zainteresowanych

zagadnieniem precesji, np. w astronomii.



