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Zrédto: DC Irvin, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wiesz juz, po czym poznac, ze wektory na plaszczyznie euklidesowej sg rowne: wystarczy,
ze majq takie same kierunki, zwroty i dlugosci. W tym rozdziale poznasz proste kryterium
rownosci wektoréw umieszczonych w ukladzie wspotrzednych.

Twoje cele

o Wykorzystasz warunek rownosci wektorow w uktadzie wspotrzednych do
rozwigzywania zadan dotyczgcych wielokatow.
o Wyznaczysz wartosci parametru tak, aby wektory byly rowne.




Przeczytaj

Przypomnijmy, ze kazdemu wektorowi umieszczonemu w uktadzie wspotrzednych
mozemy przyporzadkowac¢ dwie wspolrzedne. Pierwsza interpretujemy jako przesuniecie
w poziomie: jesli jest dodatnia, to przesuni¢cie nastepuje w prawo, jesli ujemna - w lewo.
Druga okresla przesuniecie w pionie: jesli jest dodatnia, przesuni¢cie nastepuje w gore,
jesli ujemna - w dot. Ztozenie obu przesuniec¢ to droga, jaka nalezy pokona¢, aby dostac sie
od poczatku wektora do jego konca. Podamy teraz i udowodnimy dwa wzajemnie odwrotne
twierdzenia.

Twierdzenie: o wektorach w uktadzie wspoétrzednych

Jezeli wektory w prostokatnym ukladzie wspotrzednych maja rowne odpowiednie
wspolrzedne, to sg one wektorami rownymi.

Dowad

Niech @ = [a, b] oraz v = [a, b]. Skorzystamy z interpretacji wspotrzednych wektorow
jako przemieszczenia w pionie i w poziomie, ktore prowadzg od poczatku do konca
wektora. Mozemy zauwazyc, ze w obu przypadkach, aby z poczatku wektora dotrze¢ do
jego konca, nalezy przemies$cic si¢ w poziomie o te samg liczbe jednostek w te sama
strone¢; przemieszczenie w pionie rowniez jest takie samo w obu przypadkach. Oznacza
to, ze oba trojkaty prostokgtne widoczne na rysunkach ponizej sg przystajgce (na mocy
cechy bkb), zatem wektory zawarte w przeciwprostokatnych sg rowne.
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Twierdzenie: o réwnosci wspétrzednych dwéch wektoréow

Jesli wektory w ukladzie wspolrzednych sa rowne, to maja rowne wspotrzedne.

Dowad

Wektory rowne maja ten sam kierunek, zwrot i dtugos$¢, zatem trojkaty prostokgtne
zbudowane na tych wektorach jako na przeciwprostokatnych o przyprostokatnych
rownoleglych do osi uktadu majg rowne katy i przystajgce przeciwprostokgtne. Zatem na
mocy cechy KBK sg przystajace.
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Wektory zawarte w przyprostokgtnych sa wektorami parami rownymi w obu trojkatach
prostokatnych. Rrasa jakg nalezy pokonac¢, aby przemiescic¢ si¢ od poczatku wektora do
konca jest taka sama dla wektoroéw zawartych w kazdej z przeciwprostokatnych. Oznacza

to, ze wektory zawarte w przeciwprostokatnych maja rowne wspotrzedne.

Powyzsze dwa twierdzenia mozna zapisac jako jedno:

Twierdzenie: o réwnosci wektoréw w uktadzie wspoétrzednych

Wektory w ukladzie wspotrzednych sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne
wspolrzedne.

Przyktad 1

Wyznaczymy wartosci parametru m tak, aby wektory o wspotrzednych [m2 —4; m+ 3]
oraz [5; 2m + 6] byly rowne.




Zgodnie z kryterium rownosci wektorow w uktadzie wspotrzednych wektory sg rowne
wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne wspotrzedne. Wobec tego, wektory beda rowne
doktadnie wtedy, gdy spelnione bedg rownania: m> —4 = 5im + 3 = 2m + 6, czyli
wystarczy rozwigza¢ uktad

m?—4=>5
{m +3 =2m + 6,

ktory jest rownowazny z uktadem

m2 =09
—-3=m

Jedyna liczbg spelniajgcg warunki zadania jest liczba m = —3.

Przyktad 2

Dane sg punkty A = (4; 0), B = (6; 3), C = (2; 5). Wyznaczymy wierzchotek
D = (z;y) rownolegloboku ABC D. Zauwazmy, ze wektory

— —

BA=[4-6;0—3] =[-2; —3]orazCD = [z — 2; y — 5| s3 rbwne. Oznacza to, ze
odpowiednie wspotrzedne s3 rowne, czyli spelnione sg rownania: —2 = x — 2 oraz
—3=y—b5,czyliz =0iy=2.Zatem D = (0, 2).

Stownik
kryterium rownosci wektoréw w uktadzie wspoétrzednych

twierdzenie orzekajgce, ze wektory w prostokatnym uktadzie wspolrzednych sg rowne
wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne odpowiednie wspolrzedne

cecha bkb przystawania tréjkatow

twierdzenie orzekajgce, ze dwa trojkaty sa przystajace dokladnie wtedy, gdy dwa boki
jednego trojkata sg przystajagce odpowiednio do dwoch bokow drugiego trojkata oraz katy

miedzy tymi bokami w obu trojkgtach rowniez sg przystajgce
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Infografika

Polecenie 1

Przeanalizuj ponizsza infografike. Na podstawie informacji w niej zawartych rozwigz zadania.

Polecenie 2

—
Wpisz brakujace wspotrzedne, aby AB = 7 Przyjmujemy oznaczenia A = (xA; yA),

B = (zp;yB) i d = [u1; us]

TA Ya B YB U U2

Polecenie 3

Wyznacz wartos¢ parametru m tak, aby wektory 7 i 7 byty réowne.

Wspoétrzedne wektora P Wspo6trzedne wektora P Wartos¢ parametru m
U =[m—1;4] v = [3;4]
7:[m,m+2] 7:[m;—4]
7=[a;2m—2] 7=[a;m+3]
W = [3m + 3;30] 7 = [m+5;30]




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Potacz w pary wektory réwne.

_> )
AB, gdzie A = (—5;—3), T — [2; 3]
B =(-4;-2)

— —

AB, gdzie A = (—3;4), B = (4;-3) u=[7;8]

— —>

AB, gdzie A = (1;2), B = (8;10) u = [7;-T7]
—> —
AB, gdzie A = (2; —5), B = (4;—2) u=[1;1]

Cwiczenie 2

—

Whpisz brakujace wspétrzedne, aby AB —. Przyjmujemy oznaczenia A = (2 4;y4),
=
B = (zB;yB) iu = [u1;us.
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Cwiczenie 3

Wyznacz wartos¢ parametru m tak, aby Wektoryﬁiﬁby’ry rowne.

Wspotrzedne wektoraﬂ>

U= [m; 2]

Cwiczenie 4

Wspotrzedne wektora?>

v=[5;2]
v=[5;—3]
V= [3;3]
V= [5;3]

Wartos¢ parametru m

7 .
Wyznacz wartos¢ parametru m tak, aby Wektoryﬂ)l v byty réwne.

Wspotrzedne wektoraﬂ>

_>

u = [2m; 2]
u=[53m—1]
U= [3;m — 2]
U= [m + 3; 3]

Wspotrzedne wektora?>

v=[m—1;2]

V= [5;m — 5]
V= [3;4m + 4]
V= [bm + 7; 3]

Wartos¢ parametru m




Cwiczenie 5 Q@

Dane sa punkty: A = (—3;1), B = (3; —2), C = (7;0). Czworokat ABCD jest
rownolegtobokiem, gdy:

() D=(1;3)
) D=(13;-3)
[J D=(-7%1)
) D=(11;-3)
() D=(1;4)
Cwiczenie 6 C

Krétsza podstawa trapezu ABC' D jest odcinek AB, gdzie A = (3;2), B = (2; —1).
Podstawa C'D jest dwa razy dtuzsza od ABima $rodek S = (1;1). Wyznacz
pozostate wierzchotki trapezu.




Cwiczenie 7 @

Uzupetnij tekst. Przeciggnij i upusc.

Dany jest szeSciokat foremny ABCDEF, gdzie B = (1; O) iC = (3;0).

..............

..............

______________

..............

..| 12\/" lub 1—2\/_ || 0%3 lub 0— |M.

‘(4;\/§) lub 4;—¢§ || 3;2¢§ lub (3;—2¢§)|

Cwiczenie 8 @

Dane sg punkty A, B, C. Wyznacz punkt C tak, aby czworokat ABC D byt kwadratem.
Potacz w pary.

A= (2;4), B=(6;2),C = (8;6) D = (5:8)
A= (1;6), B=(4;3),C = (7;6) D = (4;8)
A= (1;6),B=(3;2),C = (7;4) D = (4;9)

A= (27),B=(2;3),C = (4;5) D = (0;5)



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwno$¢ wektorow w ukladzie wspoétrzednych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej. Zakres podstawowy.
Uczen:

3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspolrzedne oraz dlugo$¢, dodaje wektory i mnozy
wektor przez liczbe, oba te dzialania wykonuje zaréwno analitycznie, jak i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
Uczen:

o Wykorzysta warunek rownosci wektoréow w ukladzie wspotrzednych do rozwiazywania
zadan dotyczacych wielokgtow.
o Wyznaczy warto$ci parametru tak, aby wektory byly rowne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
 dyskusja panelowa;



 dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,ROwnos¢ wektorow w uktadzie
wspotrzednych”

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwiazku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescig sekciji ,Infografika” Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytem sie...

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
Wektory rownolegle w uktadzie wspotrzednych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Rownos¢ wektorow w uktadzie wspotrzednych”.
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