Modele kombinatoryczne z rozdzielanymi
elementami

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Prezentacja multimedialna
« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela
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Zrodto: Sharon McCutcheon, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W prezentowanych w tym materiale przyktadach i zadaniach rozwigzywac¢ bedziemy
problemy kombinatoryczne dotyczace gtownie takich permutacji pewnego zbioru
skonczonego, w ktorych wyroznione elementy tego zbioru nalezy rozdzieli¢.

Sposob rozdziatu elementow jest zazwyczaj bezposrednio zapisany w tresci zadania,
jednakze model z elementami rozdzielanymi moze tez pojawic si¢ w wyniku szczegoélnej
interpretacji tresci zadania.

Zadania tego typu mozna tez rozwigzywac rozpatrujac kazdy z roztgcznych przypadkow
spetniajgcych warunki zadania, co w szczeg6lnych przypadkach moze by¢ dos¢ ucigzliwe.

Pokazemy, jak zbudowa¢ model kombinatoryczny, dzieki ktoremu ostateczna liczbe
obiektow spetniajacych warunki zadania obliczymy korzystajac z reguly mnozenia.

Twoje cele

» Nauczysz si¢, jak wykorzysta¢ modelowanie z rozdzielanymi elementami do
rozwigzywania zadan polegajgcych na zliczaniu liczby permutaciji zbioru, w ktorej
wyrédznione elementy tego zbioru nie mogg sgsiadowac ze soba.

e Zapoznasz si¢ z typowymi modelami kombinatorycznymi opisujgcymi obiekty
z rozdzielanymi elementami.




» Bedziesz doskonali¢ umiejetnosci postugiwania si¢ takimi modelami w réznych
zadaniach kombinatorycznych, m.in. dotyczacych liczb naturalnych



Przeczytaj

Ponizej prezentowane sg przyktady dotyczace liczby rozmieszczen (permutacji) elementow
pewnych zbiorow, w ktorych wybrane elementy speiniajg okreslone warunki.

W pierwszym przyktadzie rozwigzemy zadanie dotyczace liczby permutacji pewnego
zbioru, w ktorym nalezy rozdzieli¢ dwa jego wyrdznione elementy.

W kolejnych przyktadach liczba rozdzielanych elementow bedzie sie zwigkszata.

Przyktad 1

Obliczymy, ile jest wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych zapisanych za pomoca
cyfr1,2,3,4,5,6,7, wktorych kazde dwie cyfry sa rozne oraz cyfry 1i 2 nie s3 zapisane
obok siebie.

Rozwigzanie

Pokazemy, ze liczbie 7-cyfrowej, ktora spetnia warunki zadania mozna przyporzadkowac
dokladnie jedng permutacje 11-elementowgq utworzona w pewien szczegolny sposob ze
wszystkich cyfr danejliczby oraz z 4 elementow réwnych 0.

W tym celu najpierw z kolejnych cyfr takiej 7-cyfrowej liczby naturalnej tworzymy 7-
elementowg permutacje, do ktorej dopisujemy cztery elementy rowne 0 wedtug zasad
podanych w ponizszych punktach:

(1) wstawiamy po jednym zerze miedzy kazde dwa elementy nieparzyste, ktore sa
zapisane obok siebie - jezeli w ten sposob wstawilismy cztery zera, to procedure
uzupelniania konczymy, w przeciwnym przypadku przechodzimy do kolejnego punktuy;
(2) jezeli pierwszym elementem jest cyfra nieparzysta, to wstawiamy przed nim element 0
- jezeli po wykonaniu tego kroku permutacja liczy 11 elementow, to procedure
uzupelniania konczymy, w przeciwnym przypadku jako ostatni, jedenasty element
permutacji wstawiamy 0.

Rozpatrzmy z kolei 11-elementowg permutacie (a1, as, as, a4, as, ag, a7, ag, Ay, G419, 411 ),
w ktorej:

 na 5 miejscach o indeksach parzystych rozmieszczamy cyfry ze zbioru {3,4,5,6,7}
(mozna to zrobi¢ nab! =5-4-3-2-1 = 120 sposobdw),
e na wybranych dwoch sposrod 6 miejsc o indeksach nieparzystych rozmieszczamy

6
elementy ze zbioru {1, 2} (mozna to zrobi¢ na (2> 2! =6 -5 = 30 sposobdw),

» nakazdym sposrod 4 pozostatych miejsc wstawiamy 0 (co mozna zrobi¢ na 1 sposob).

Korzystajgc z reguty mnozenia stwierdzamy, ze wszystkich takich permutaciji jest
5!-6-5 =120 30 = 3600.
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Zauwazmy, ze po usunieciu zer z tak otrzymanej permutacji dostaniemy 7-elementowa
permutacje, ktorej kolejne elementy tworzg liczbe 7-cyfrowg spelniajgcg warunki
zadania.

PokazaliSmy w ten sposob, ze kazdejliczbie 7-cyfrowej spetniajgcej warunki zadania
odpowiada doktadnie jedna permutacja 11-elementowa, w ktérejna 5 miejscach

o numerach parzystych rozmieszczone s3 elementy ze zbioru {3,4,5,6, 7}, ana
pozostatych miejscach rozmieszczone s3: 1, 2 i cztery zera.

Wynika stad, ze wszystkich 7-cyfrowych liczb naturalnych, ktore spetniaja warunki
zadania jest 3600.

Przyktad 2

Rozpatrujemy wszystkie permutacje siedmioelementowego zbioru {2, 3,4, 5, 6,7, 8}.
Obliczymy, ile jest wsrod utworzonych ciggéw takich, w ktorych iloczyn kazdych dwoch
kolejnych elementow jest liczbg parzysta.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze permutacja danego zbioru speinia warunki zadania wtedy i tylko wtedy,
gdy zadne dwa sposrod jej sgsiednich elementow nie s3 liczbami nieparzystymi. Nalezy
wiec rozdzieli¢ elementy 3, 5, 7 uzywajgc do tego elementow {2, 4,6, 8}.

Postepujemy podobnie, jak w poprzednim przyktadzie.

Rozpatrujemy 9-elementowa permutacije (a1, as, as, a4, as, ag, ar, as, ag), w ktorej:

 na4 miejscach o indeksach parzystych rozmieszczamy cyfry ze zbioru {2, 4, 6, 8}
(mozna to zrobi¢ na4! =4-3 -2 .1 = 24 sposoby),
e nawybranych trzech sposrod 5 miejsc o indeksach nieparzystych rozmieszczamy

5
elementy ze zbioru {3, 5, 7} (mozna to zrobi¢ na <3) 3! =5-4-3 = 60 sposobdw),

» nakazdym sposrod 2 pozostatych miejsc wstawiamy 0 (co mozna zrobi¢ na 1 sposob).

Korzystajgc z reguty mnozenia stwierdzamy, ze wszystkich takich permutaciji jest
4!-5.4-3 =24-60 = 1440.

Na koniec zauwazamy, ze kazdej permutacji spetniajgcej warunki zadania mozna
wzajemnie jednoznacznie przypisac cigg 11-elementowy, ktory tworzymy w sposob
opisany powyzej.

Oznacza to, ze jest 1440 wszystkich permutacji siedmioelementowego zbioru
{2,3,4,5,6,7,8}, wktorych iloczyn kazdych dwéch kolejnych elementow jest liczbg
parzystq.

Przyktad 3


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

Z wyrazéw 10-elementowego zbioru {a,d, e,l, 0, p, 7, t,u, z} tworzymy
dziesiecioliterowy ciag, ktorego elementy sie nie powtarzaja. Obliczymy, ile jest takich
ciggbw, w ktorych zadne dwie samogloski (czyli elementy zbioru {a, e, 0, u}) nie sg
zapisane na s3gsiednich miejscach.

Uwaga. Przykladowym ciggiem spetniajgcym warunki zadania jest (I, u, z, t, 0,7, p, e, d, a)

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze permutacja zbioru {a, d, e, l, 0, p, r, t,u, 2} spetnia warunki zadania wtedy
i tylko wtedy, gdy rozdzielimy 4 elementy: a, €, o, u, uzywajac do tego 6 elementow:
d,l,p,rt,x.

Postepujemy podobnie, jak w poprzednich przyktadach.

Rozpatrujemy 13-elementowg permutacje (a1, as, as, a4, as, ag, ar, - - . , a13), w ktorej:

» na 6 miejscach o indeksach parzystych rozmieszczamy litery ze zbioru
{d,l,p,7,t,z} (mozemy to zrobi¢ na6! =6-5-4-3-2-1 = 720 sposobow),
e nawybranych czterech sposrod 7 miejsc o indeksach nieparzystych rozmieszczamy

7
elementy ze zbioru {a, e, 0, u} (mozna to zrobi¢ na (4) 4l=7-6-5-4=2840

Sposobow),
» na kazdym sposrod 3 pozostatych miejsc wstawiamy 0 (co mozna zrobi¢ na 1 sposob).

Korzystajgc z reguty mnozenia stwierdzamy, ze wszystkich tak utworzonych permutacji
jest6!-7-6-5-4 =840 - 720 = 604800.

Ostatecznie zauwazamy, ze kazdemu ciggowi spetniajgcemu warunki zadania mozna
wzajemnie jednoznacznie przypisac¢ 13-elementowg permutacje, ktorg tworzymy
w SposOb opisany powyze;j.

Oznacza to, ze jest 604800 wszystkich permutacji 10-elementowego zbioru
{a,d,e,l,0,p,r t,u,x}, wktorych zadne dwie samogloski nie s3 zapisane na sgsiednich
miejscach.

Przyktad 4

Grupe 16 osob, wsrod ktorych jest 10 dorostych oraz szesScioro dzieci: Ania, Basia,
Czarek, Damian, Ewa i Franek, nalezy rozsadzi¢ w rzedzie, w ktorym jest 16 miejsc
siedzacych. Rozpatrujemy wszystkie takie sposoby rozmieszczenia tej grupy osob, aby
kazde z dzieci siedziato pomiedzy dorostymi.

Wykazemy, ze liczba otrzymanych w ten sposéb rozmieszczen jest wieksza niz 2 - 1011,

Rozwigzanie


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

Zauwazmy, ze rozmieszczenie opisanejw tresci zadania grupy 16 osob spetnia warunki
zadania wtedy i tylko wtedy, gdy rozdzielimy kazde sposrod 6 dzieci sadzajac je miedzy
dorostymi w taki sposob, zeby zadne z dzieci nie zajeto zadnego z dwoch skrajnych
miejsc.

Aby to osiggng¢ zmodyfikujemy pomysty omowione w poprzednich przyktadach.

Rozpatrujemy 19-elementowg permutacje (a1, as, as, a4, as, ag, ar, - - . , a1g9), W ktorej:

» na 10 miejscach o indeksach nieparzystych rozmieszczamy wszystkich dorostych
(mozemy to zrobi¢ na 10! sposobow),
» na wybranych szesciu sposrod 9 miejsc o indeksach parzystych rozmieszczamy 6

9
dzieci (mozna to zrobi¢ na (6) -6!=9-8-7-6-54 sposobow),
o kazde sposrod 3 pozostatych miejsc pozostawiamy puste.

Korzystajagc z reguty mnozenia stwierdzamy, ze wszystkich tak utworzonych permutacji
jest
10!-9-8-7-6-5-4 = 219469824000.

Na koniec zauwazmy, ze jezeli z rozpatrywanej powyzej permutacji 19-elementowe;j
usuniemy elementy puste, a nastepnie ponumerujemy od 1 do 16 kolejne elementy tak
otrzymanej permutacji 16-elementowej, to w ten sposob przydzielimy kazdej z osob
rozpatrywanego zbioru unikalny numer miejsca w rzedzie, a takze spetnione beda
warunki zadania.

Oznacza to, ze jest 219469824000 wszystkich takich rozmieszczen omawianej grupy 16
0s0b, ze kazde z dzieci bedzie siedzialo pomiedzy dorostymi.

Ostatecznie stwierdzamy, ze 219469824000 > 200000000000 = 2 - 10!,
W ten sposob zakonczyliSmy dowod.

Stownik

permutacja zbioru n-elementowego

kazdy ciagg utworzony ze wszystkich elementoéw zbioru n-elementowego
liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna P, = n!
reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczy¢ si¢ na jeden z k; sposobéw, druga
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- na jeden z ks sposobdw, trzecia - na jeden z k3 sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczy¢ si¢ na jeden z k,, sposobéw, jest rowna

ky-ko-... ky



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej prezentacjg multimedialng. Przeanalizuj zaprezentowane
W niej rozwigzanie zadania dotyczacego rozmieszczen liczb ze zbioru
A=1{1,2,3,4,5,6,7,9}, w dwoch rzedach po cztery liczby.

Pokazane jest w niej w jaki sposéb mozna obliczy¢, ile wérdd tych rozmieszczen jest takich,

w ktorych zadne dwie liczby parzyste nie sgsiadujg ze soba.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DoR2{DIdS

Polecenie 2

W grupie 12 o0séb jest 10 dorostych oraz dwoje dzieci: Jas i Matgosia.

Cata te 12-osobowg grupe ustawiamy na trzy rézne sposoby:

(1) w dwéch szeregach po 6 osdb,

(2) w trzech szeregach po 4 osoby,

(3) w czterech szeregach po 3 osoby.

lle jest w kazdym z tych trzech przypadkow wszystkich mozliwych ustawien takich, ze Jas
i Matgosia nie stojg obok siebie?



https://zpe.gov.pl/a/DoR2fDIdS

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Rozpatrujemy 7-elementowe ciggi utworzone z liczb siedmioelementowego zbioru
{1,2,3,4,5,7,9}, w ktorych zaden element sie nie powtarza. Oblicz, w ilu sposréd tych
ciggéw zadne dwie liczby parzyste nie sg sgsiednimi wyrazami.

O 5!-2-1

O 4!-4-3

(O 4!-5-4

O 5!-6-5
Cwiczenie 2 3

Rozpatrujemy wszystkie oSmiocyfrowe liczby naturalne zapisane za pomoca cyfr

z o$mioelementowego zbioru {1, 2,3,4,5,6, 7,8}, w ktorych cyfry nie powtarzaja sie.
Oblicz, ile jest wsérdd nich takich liczb, w ktorych iloczyn kazdych dwoch sasiednich cyfr jest
liczba niepodzielng przez 9.

Odp. ’




Cwiczenie 3 @

W grupie 9 oséb jest 7 dziewczynek oraz dwéch chtopcéw: Bolek i Lolek. Cata te 9-osobowg
grupe ustawiamy w trzech szeregach po 3 osoby. lle jest wszystkich mozliwych ustawien
takich, ze Bolek i Lolek nie stojg obok siebie?

O 758
O 760
O 749

O 756

Cwiczenie 4

Rozpatrujemy osmioliterowe ciggi utworzone z wyrazow o$Smioelementowego zbioru

A ={o, s, t,u,w,x,y, 2z}, w ktérych elementy sie nie powtarzaja. Oznaczmy przez k liczbe
tych sposrod rozpatrywanych ciggéw, w ktorych kazda samogtoska sgsiaduje zaréwno z lewej
jak i z prawej strony ze spétgtoska. Wynika stad, ze

(] k< 3000
(] k< 14000
(] k> 14000

() k< 14400



Cwiczenie 5

Dane s3 zbiory:

A=1{1,2,3,4,5,6,7},

B=1{1,2,3,4,5,6,7,8},

C=11,2,3,4,5,6,7,10,11},

D ={1,2,3,4,5,6,7,8,11,14}.

Oznaczamy:

przez a - liczbe wszystkich permutacji zbioru A, w ktérych iloczyn kazdych dwéch kolejnych
elementow jest liczba parzysta,

przez b - liczbe wszystkich permutacji zbioru B, w ktorych iloczyn kazdych dwéch kolejnych
elementow jest liczba parzysta,

przez c - liczbe wszystkich permutacji zbioru C, w ktorych iloczyn kazdych dwéch kolejnych
elementow jest liczbg parzysta,

przez d - liczbe wszystkich permutacji zbioru D, w ktoérych iloczyn kazdych dwéch kolejnych
elementow jest liczba parzysta.

Odszukaj pary réwnych liczb.

a 4! 3!

d 120 - 4!
b (41) - 25
c (4?2

Cwiczenie 6

Miejsca siedzace w auli szkolnej podzielone sg na rzedy, przy czym w rzedzie najblizej sceny
jest 10 miejsc. Miejsca w tym rzedzie nalezy przydzieli¢ 10 osobom, wsrod ktérych jest 6
chtopcéw oraz 4 dziewczynki: Ania, Basia, Ewa i Ola. Oznaczmy przez n liczbe wszystkich
takich rozmieszczen tych 10 oséb, w ktérych zadne dwie osoby z grupy: Ania, Basia, Ewa, Ola
nie beda siedziaty na sasiednich miejscach.

Zakoduj ponizej kolejno, od lewej cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby 13—0

och. H H




Cwiczenie 7 @

Na przedstawienie do teatrzyku wybrata sie grupa przedszkolakéw: 11 dziewczynek i 7
chtopcow, wraz z dwiema opiekunkami. Dostali oni bilety w tym samym rzedzie, w ktérym
jest 20 miejsc. Panie opiekunki planujg zaja¢ 2 skrajne miejsca (pierwsze i dwudzieste), a na
pozostatych chca rozsadzi¢ dzieci tak, zeby zadnych dwéch chtopcéw nie siedziato obok
siebie.

Woynika stad, ze liczba wszystkich mozliwych rozmieszczen dzieci wedtug pomystu pan
opiekunek jest réwna

O 11-7-2
O 1.
O 11171791 -2
O 11172
Cwiczenie 8 @

Liczby z 9-elementowego zbioru {1, 2,3,4,5,6,7, 8,9} rozmieszczamy (bez powtorzen)
w trzech rzedach po trzy liczby. Oblicz, w ilu sposréd tych rozmieszczen zadne dwie liczby
parzyste nie sgsiadujg ze soba.

Odp. ’




Cwiczenie 9 @

Oznaczamy:

przez n - liczbe tych permutacji zbioru A = {1,2,3,6,7, 8,31, 32,33}, w ktorych iloczyn
kazdych dwéch sasiednich wyrazow nie jest kwadratem liczby catkowitej,

przez k - liczbe tych permutacji zbioru B = {5,6,7,8,9,11,13,17,19}, w ktérych iloczyn
kazdych dwach sagsiednich wyrazow nie jest dzielnikiem liczby 240.

Wéwczas:

24+ k>v

7 56!
= >

n

4! k
9_!n — 512 > 10

O o o d

L4+ k<51



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Modele kombinatoryczne z rozdzielanymi elementami

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wlasnosci przy
rozwigzywaniu problemow kombinatorycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.

Cele operacyjne
Uczen:

» wykorzystuje modelowanie z rozdzielanymi elementami do rozwigzywania zadan
polegajacych na zliczaniu liczby permutaciji zbioru, w ktorej wyr6znione elementy tego
zbioru nie mogg sgsiadowac ze soba,

» opisuje typowe modele kombinatoryczne z obiektami z rozdzielanymi elementami.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda kota i myszy;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

« telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg tresci z sekcji ,,Przeczytaj”. Po
zapoznaniu si¢ z kazdym z przyktadow zglaszaja pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane sg na forum klasy.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z tre$cig materialu w sekcji ,Prezentacja
multimedialna” Nastepnie uczniowie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne
watpliwosci.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ;ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji



~Wprowadzenie”
Praca domowa:

1. Uczniowie rozwiazujg polecenia zwigzane z medium w sekcji ,Prezentacja
multimedialna”

Materialy pomocnicze:
Regula mnozenia, reguta dodawania
Wskazowki metodyczne:

e Prezentacja multimedialna mozne zosta¢ wykorzystana na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Modele kombinatoryczne z rozdzielanymi
elementami”.
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