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Znasz juz pojecie czworoscianu oraz jego wiasnosci. W tym materiale celem naszym jest
zaznajomienie si¢ z wyrdznionym rodzajem czworoscianu, a mianowicie czworoscianem
foremnym. Ponadto zamystem naszym jest nauczenie wyznaczania pola powierzchni

i objetosci tej bryly geometrycznej. Nim jednak to nastgpi, zaznajomimy czytelnika

z podstawow3 teorig.

Twoje cele

» Poznasz definicje czworoscianu foremnego, jego ksztalt i siatke.
o Wyznaczysz katy i odcinki w czworo$cianie foremnym.



Przeczytaj

Definicja: Czworoscian foremny

Definicja czworoscianu foremnego jest podobna do definicji zwyktego czworoScianu,

a zatem jest to bryta przestrzenna, doktadniej ostrostup trojkatny, czyli jest to wielo$cian
o czterech Scianach bedgcych trojkatami, jednak tym razem wszystkie Sciany bryty sg
przystajgcymi trojkgtami rownobocznymi. Podobnie jak zwykty ostrostup trojkatny,
czworo$cian foremny posiada:

e 6 krawedzi,

e 4 wierzcholki.

Czworoscian foremny moze wygladac¢ nastepujaco:

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D12elwOKD

Bedac w tematyce bryt geometrycznych nie sposob nie wspomniec o siatkach bryt, ktore
omawiamy. Skoro na czworoscian skladajg sie przystajace trojkaty rownoboczne, zatem
siatka moze mie¢ nastepujgcg postac:
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Widzimy, ze ztozona jest z 4 trojkatow rownobocznych utozonych w taki sposob, aby bez

»=rozcinania” dato si¢ ztozyc¢ z niej omawiang bryte. Przypomnijmy, ze wysokosS¢ $ciany

bocznej czworo$cianu foremnego o krawedzi a wynosi h = 4 3

Przyktad 1

Udowodnij, ze dla czworoScianu foremnego o dtugosci krawedzi rownej a jego wysokoS¢

jest wyrazona wzorem: H = ‘LT\/E.

Rozwigzanie:

Niech podstawg naszego czworos$cianu foremnego bedzie trojkagt ABC, natomiast S
bedzie czwartym wierzchotkiem bryly. Ponadto niech O bedzie spodkiem wysoko$ci H
opuszczonejz wierzchotka S.




Zauwazamy, ze punkt O jest takze Srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.

Zatem:

A0 = % . &8 — 25
Rozpatrujgc teraz tréjkat prostokatny AOS, mamy:
|AO” + |08]* = |AS|?

Po podstawieniu odpowiednich wielkosci:

3 2
(a3)+H2:a2

_ a6
H==

Przyktad 2

Z drutu o dlugosci 1, 2 m zbudowano szkielet czworos$cianu foremnego. Obliczymy
dtugos¢ krawedzi czworoscianu.

Rozwigzanie:

Czworos$cian foremny ma szeS¢ krawedzi tej samej dtugosci, wiec dtugosc jednej
krawedzi to jedna szosta ze 120 cm, tj. 20 cm.

Przyktad 3

Wyznaczymy kat miedzy krawedzig boczna czworoScianu foremnego a ptaszczyzng jego
podstawy.

Rozwigzanie:



NG
Korzystajac z oznaczen na rysunku widzimy, ze sina = —— = 3=

~ 0,82, wiec a =~ 55°

Przyktad 4

Wyznaczymy kat miedzy wysokoscia Sciany bocznej czworoscianu foremnego
a ptaszczyzna jego podstawy.

Rozwigzanie:
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Korzystajac z oznaczen na rysunku widzimy, ze sino = —= = == = 0,94, wigc
2

a~T0°.

Przyktad 5

Wyznaczymy, w jakim stosunku punkt przecig¢cia wysokosci czworoscianu dzieli kazda
z tych wysokosci.

Rozwigzanie:

Punkt O jest punktem przeciecia si¢ wysokosci AG i DE czworoscianu ABCD.

AG i DE -wysokosci czworoécianu foremnego ABCD, |AG| = H = “36 ,

AF i DF - wysokoSci $cian bocznych czworo$cianu foremnego ABC'D, trojkatéw
AF|=h= “‘2/5. Niech z oznacza dtugosc¢

rownobocznych o bokach dtugosci a,
odcinka DO,ay = H — .

Tréjkaty DEF' i DGO sg trojkatami prostokgtnymi posiadajacymi wspolny kat .

=z _ h

Zachodzi wigc Ty o czyli

:2h.h:%.a\/§.a\/§. 3 _ 3a —3‘“/6:“)4/6.Stad
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y=H-o== - =7 — 15 = 12
oG 3
L 4 9
Zatem - = —= = T.
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Przyktad 6

Czworoécian foremny wpisano w szeécian o dtugoéci krawedzi 2v/2 cm tak, ze kazda
krawedz czworosScianu jest przekatna Sciany tego szescianu. Obliczymy dtugo$c



wysokosci $ciany czworoScianu.
Rozwigzanie:

Oznaczmy dtugos¢ krawedzi szeScianu przez a. Z tresci zadania a = 2V/2. Dlugos¢
przekatnej $ciany szeécianu obliczamy ze wzoru d = a+/2. Stad d = 2v/2- V2 =4 cm.
Sciany czworo$cianu foremnego s3 trojkatami réownobocznymi o dhugoéci 4. Korzystajac

ze wzoru na wysokos$¢ trojkata rownobocznego otrzymujemy h = dT*/‘g = 47*/5 =2v3 cm

a:2\/§

Przyktad 7

W czworoscianie foremnym o krawedzi dtugosci a Srodek wysokoS$ci czworo$cianu
potaczono odcinkami z dwoma wierzchotkami nie nalezagcymi do tej wysokosci.
Wyznaczymy kat miedzy tymi odcinkami.

Rozwiazanie:



1. aV6

Z warunkow zadania wynika, ze |DS| = |SE| = 3 H = 3 = aT“/E. Dlugosc

¢ 3
odcinka |AE| = %h = % . a% = a@. Trojkat AES jest trojkatem prostokagtnym zatem,

=\ 2 2
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy 2> = (GT‘/?’) + (a6 6 ) . Stad
2 _ 3a 6a®> _ 12d° 6a> _ a’
T="9" T3¢ T 3% T 36 2

Stosujac twierdzenie cosinusow dla trojkata AS B otrzymujemy:

2
2_ 2 29~ _ 42 . R .
2m2x2a = —25— =0, czylikgta = 90", a wigc

2

a? = x? +x? — 2z - xcosa. Stad cosa =

2
odcinki sg prostopadle wzgledem siebie.

Stownik
czworoscian foremny

bryta przestrzenna (ostrostup trojkatny), wieloScian o Scianach bedgcych przystajgcymi
trojkatami rownobocznymi

ostrostup
bryta geometryczna, ktorej wszystkie wierzchotki poza jednym leza w jednej ptaszczyznie
siatka bryty

przedstawienie bryly na ptaszczyznie, powstajace poprzez ,rozciecie” niektorych jej
krawedzi tak, aby dato si¢ roztozy¢ Sciany na plaszczyznie



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D, a nastepnie wykonaj polecenia pod nia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D104a7npt

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego odcinkow i katow w czworoscianie
foremnym.

Polecenie 2

Wyznacz dtugos¢ krawedzi czworoscianu dualnego do czworoscianu o krawedzi a.

Polecenie 3

Wyznacz stosunek pola $ciany czworoscianu dualnego do pola $ciany czworos$cianu
foremnego ABC' D oraz stosunek objetosci czworoscianu dualnego do objetosci
czworoscianu foremnego ABCD.



https://zpe.gov.pl/a/D104a7npt

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Krawedz czworoscianu foremnego ma dtugos¢ 6\/3 cm. Wyznacz dtugos¢ wysokosci tego
czworoscianu. Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 6v2 cm

O 3v6 cm

O 6\/§ cm

O 2v/6 cm
Cwiczenie 2 @)
Uzupetnij ponizsze zdanie, przeciagajac w luke odpowiednig liczbe.

Wysokos$¢ czworoscianu foremnego ma dtugosc 6V2 wtedy dtugos¢ krawedzi tego

V3’

ElinlEn




Cwiczenie 3

Woyznacz sinus kata dwusciennego miedzy dwiema sasiednimi $cianami w czworoscianie
foremnym przedstawionym na rysunku.

A B

Zaznacz poprawng odpowiedz.

O O O
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Cwiczenie 4

a) W czworoscianie foremnym ABC D krawedz ma dtugo$¢ a. Wyznacz obwéd czworokata,
ktérego wierzchotkami sg $rodki krawedzi AB, AC, BD i CD.

b) Jakiego rodzaju jest to czworokat?



Cwiczenie 5

Uzupetnij luke w zdaniu, wpisujac odpowiednig liczbe.

Dtugosc tacznej sumy wszystkich dtugosci krawedzi czworos$cianu foremnego wynosi 48,

wtedy dtugosé krawedzi czworoscianu wynosi ’

Cwiczenie 6

Czworoscian foremny wpisano w szescian o dtugosci krawedzi 24/2 cm tak, ze kazda krawedz
czworoscianu jest przekatng sciany tego szescianu. Oblicz dtugo$¢ wysokosci sciany
czworoscianu.

Cwiczenie 7

Wyznacz odlegto$¢ miedzy dwiema krawedziami skosnymi czworos$cianu o krawedzi dtugosci
a.

Cwiczenie 8 @

Dokoncz zdanie, wybierajac poprawne odpowiedzi.
Ptaszczyzna symetrii czworoscianu foremnego przechodzi przez:

(] krawedz i wysoko$¢ czworoscianu foremnego.
(] krawedz i dwie wysokosci $cian.
(] krawedz.
[ ] krawedz? i tylko jedng wysokosc Sciany.
Cwiczenie 9 ®

Krawedz czworoscianu foremnego ABC'S jest réwna a. Oblicz pole przekroju bryty, ktéry
przechodzi przez krawedz CS i $rodek krawedzi AB.



Cwiczenie 10

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
taczac ze sobg Srodki ciezkosci sgsiednich $cian czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci
a otrzymujemy nowy czworos$cian foremny o krawedzi dtugosci:

av3
4
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Dla nauczyciela

Autor: Beata Kuna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odcinki i katy w czworoScianie foremnym

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy.

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony.

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje obywatelskie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza osie symetrii, osie obrotu i ptaszczyzny symetrii czworoscianu foremnego;

e wyznacza wzor na wysoko$¢ czworos$cian foremnego;

e wyznacza wzo0r na objetos¢ czworoscianu foremnego i znajduje relacje miedzy tg
objetoscia, a objetoscig rownolegloscianu.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e rozmowa kierowana;
o dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie warunku istnienia trojkata. Wyjasnia, ze
analogiczny warunek mozna okresli¢ dla czworoscianu i wyjasnia definicje
czworoS$cianu foremnego i trojkata foremnego, bedacego Sciang czworoscianu.

2. Nastepnie wraz z uczniami okresla cele i kryteria sukcesu.

3. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel z pomocg uczniéw wyznacza wzor na wysoko$¢ czworoscianu foremnego
oraz miary katow miedzy krawedzia boczng i wysoko$cig Sciany bocznej a ptaszczyzna
podstawy.

2. Nauczyciel prosi uczniow o obejrzenie animacji 3D i wyobrazenie sobie potozenia
czworo$cianu dualnego a nastepnie z pomocg uczniow wyznacza dtugos¢ krawedzi
czworo$cianu dualnego.

3. Nauczyciel prosi uczniow o samodzielne rozwigzanie ¢wiczen 1-5 z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
Faza podsumowujaca:

« Omoéwienie ewentualnych probleméw z rozwigzaniem Przyktadow i Cwiczen, ktore
pojawity sie na lekciji.



Praca domowa:

e Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 6-10 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Czworoscian foremny
Wskazowki metodyczne:

» Polecenia zwigzane z animacja 3D mozna wykorzysta¢ jako material, stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,,Czworoscian foremny” lub przygotowania do
matury.
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