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Obraz okregu w symetrii wzgledem osi Y

Zrédto: Marcel Schreiber, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Symetria wzgledem prostej zachowuje dtugos¢ promienia przeksztalcanego okregu -
zatem przy wyznaczaniu jego obrazu musimy znalez¢ jedynie obraz Srodka. Znalezienie
obrazu okregu w symetrii wzgledem osi Y jest latwe - wystarczy zmienic¢ pierwsza
wspoOtrzedng Srodka okregu na liczbe przeciwng. Jesli jako o$ symetrii wybierzemy prosta
rownolegla do osi Y musimy zachowac czujnos¢ - tatwo si¢ pomyli¢! W tym materiale
przyblizymy problem wyznaczania obrazu okregu w symetrii wzgledem osi Y oraz

w symetrii wzgledem prostejrownolegltejdo osi Y.

Twoje cele

e Wyznaczysz rownanie okregu symetrycznego do danego wzgledem osi Y.

e Wyznaczysz rownanie okregu symetrycznego do danego wzgledem prostej
rownoleglejdo osi Y.

» Zastosujesz poznane zaleznosci do rozwigzywania zadan z geometrii analityczne;.




Przeczytaj

Przypomnimy pojecie symetrii wzgledem proste;j.
Definicja: Symetria osiowa

Symetrig osiowa wzgledem prostej ! nazywamy przeksztalcenie geometryczne, w ktérym
kazdemu punktowi A, A £ [, przyporzadkowujemy taki punkt A’, dla ktorego prosta AA’

jest prostopadta do prostejl i wektory Ezl oraz Ezl’ sa przeciwne i rownej dlugosci,

gdzie punkt L jest punktem wspolnym prostej AA’ i prostejl. Jesli A € [, to obrazem tego
punktu w symetrii osiowej wzgledem prostej! jest ten sam punkt. Symetri¢ osiowg
wzgledem prostejl oznaczamy S;.

Okreslimy zaleznosci miedzy wspotrzednymi punktow symetrycznych wzgledem proste;j

orownaniuz = 0 (08 Y):
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Zauwazmy, ze:

« odciete punktéw A i A’ s liczbami przeciwnymi,
« rzedna punktu A’ jest réwna rzednej punktu A.

Zatem:

' =—x
Sy {y,:y :

Narysujemy teraz okregi symetryczne wzgledem osi Y.

YA
6

Zauwazmy, ze ich promienie majg rowne dlugosci, a Srodki sg punktami symetrycznymi
wzgledem osi Y.
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Przyktad 1

Wyznaczymy rownanie obraz okregu o rownaniu (z — 3)° + (y — 3)* = 4 w symetrii
osiowejwzgledem osi Y.

Rozwigzanie:

Obrazem punktu A = (z, y) w symetrii osiowejwzgledem osi Y jest punkt A’ = (—z, y)
. Zmieniajac z na (—z), otrzymujemy:

(—z — 3)2 = (—(z + 3))2 = (z+ 3)2.
Zatem rownanie okregu ma postac:
(x+3)+ (y—3)" = 4

Ponizszy rysunek przedstawia dany okrag oraz jego obraz w symetrii osiowej wzgledem
osi Y.

Przyktad 2

Napiszemy rownanie okregu, ktorego obrazem w symetrii wzgledem osi Y jest okrag
oréownaniu 22 +y> — 2z + 2y — 2 = 0.

Rozwigzanie:

Wykorzystamy zalezno$ci miedzy wspolrzednymi punktoéw symetrycznych wzgledem osi
Y. Zmieniajac = na (—z), otrzymujemy:

22+ 2+ 22 +2y—2=0.



Przyktad 3

Sprawdzimy czy okrag o Srednicy AB jest symetryczny do okregu o $rednicy CD
wzgledem osi Y, jesli: A = (0;3); B=(6;1); C = (—2;5)i D = (—4;-1).

Rozwigzanie:
Wyznaczymy wspotrzedne srodkow oraz dtugosci promieni obydwu okregow.

Dla okregu o srednicy AB:

\/(6—0)2+(1—3)2:%x/4_0:¢ﬁ,

S = (L8, 35LY cayli 5, = (3; 2).

o=

r =

Dla okregu o $rednicy C'D:

r = 31/ (~4+2)° 1+ (1 - 5) = $v/40 = V0,

Sy = (#, _12+5), czyli Sy = (—3, 2).

Promienie okregow majg rowne dlugosci, a Srodki sg punktami symetrycznymi wzgledem
osi Y, zatem okregi sg symetryczne wzgledem osi Y.

Przyktad 4

Wyznaczymy pole trojkata ABC), jesli A jest srodkiem okregu o rownaniu

z? +y? + 4z — 6y + 4 = 0, B jest srodkiem okregu o’ symetrycznego do danego okregu
wzgledem osi Y, za$ C jest punktem wspolnym prostej o rownaniu y = —%:c +7

i okregu o’ o wspolrzednych catkowitych.

Rozwigzanie:

Wyznaczymy najpierw wspoirzedne srodka okregu o rownaniu:
x? + 9% + 4z — 6y + 4 = 0. Skorzystamy z réwnania ogolnego okregu:
z? + 9% — 2az — 2by + ¢ = 0 (punkt A = (a; b) jest jego érodkiem, za$ promien r ma

dlugo$¢: r = vVa? + b? — c¢). Zatem:
—2a =4,stada = -2,

—2b = —6, stad b = 3,

m=y (=243 —4=VIT9-4=3

Poniewaz punkt B jest Srodkiem okregu symetrycznego do danego okregu wzgledem osi
Y,to B = (2;3)iry = 3. Rbwnanie tego okregu ma postaé: z* + y* — 4z — 6y + 4 = 0.



Wyznaczymy teraz wspotrzedne punktu C.

Rozwigzemy uklad rownan:

y=—5x+7
2?4y —dr—6y+4=0

Po podstawieniu rownania 1 do réwnania 2 mamy:
z2 + (—%x+7)2—4m—6(—%m+7) +4=0
e’ + T2t — Tz +49 -4z +3x—-424+4=0
222 -8z +11=0

A=64—-55=09

T] = % = % - nie jest liczbg catkowita
2
P )

5
2

Punkt C ma wspotrzedne: C = (2;6).

Zauwazmy, ze jest to trojkat prostokatny o przyprostokatnych diugosci 4 i 3, zatem jego
pole jest rowne: P = % -3-4=6.

Niech prosta s o rownaniu ¢ = k bedzie prosta rownolegta do osi Y, a punkt P’ = (2’,9’) -
obrazem punktu P = (z,y) w symetrii wzgledem tej proste;.



Y

-
0 X
=k

Widzimy, ze y’ = y. Punkt Py, jako $rodek odcinka PP’, ma odcieta ¢y = %ﬂ”, gdzie
xo = k, skad

S, {w”:2k—m.
=Y

Zauwazmy, ze jezeli k = 0, to z powyzszych wzoréw otrzymamy wspotrzedne punktu

symetrycznego wzgledem osi Y

Przyktad 5

Punkt P’ jest symetryczny do punktu P o wspoirzednych (—\/7 ; \/5) wzgledem proste;

orownaniu ¢ = —4. Wyznaczymy wspoirzedne punktu P’ oraz rownanie okregu
o srodku w punkcie P’ i promieniu dtugosci 5.

Rozwigzanie:
Wyznaczymy wspotrzedne punktu P’.

e I'sposob

¥ =2k—=z
Wykorzystamy wzory Sy, : g =y , Zatem:

P = (2k—z,y) = (2-(-4) - (~V7), VB) = (-8+ 7, V3).




o Il sposéb
Wykonamy rysunek pomocniczy.

Y

4 -7

Ple P o V3

P = (331,191)
2= —4— (4—%?) = —8+7,
y1 = V3,

P = (=847, V3).
Rownanie okregu ma postac:

(x+8—\/7)2+(y—\/§)2:25.

Stownik
punkty symetryczne wzgledem proste;j

punkty, ktore leza na prostej prostopadiej do danej prostej, po przeciwnych jej stronach
i w rownych od niej odlegtosciach

punkty symetryczne wzgledem osi Y

punkty, ktore leza na prostej prostopadtejdo osi Y, po przeciwnych jej stronach

i w rownych od niej odlegtosciach



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zmieniaj potozenie $rodka S oraz dtugos$¢ promienia r okregu O. Obserwuj, jak zmienia sie
réwnanie okregu symetrycznego do okregu O wzgledem osi Y.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DaFhww{7A
Polecenie 2

Odczytaj z apletu réwnanie obrazu okregu o srodku S = (1; 0, 9) i promieniu dtugosci

r = 1,3 w symetrii wzgledem osi Y. Sprawdz, jakie jest wzajemne potoZenie tych okregdw.
Jaka dtugos¢ powinien mie¢ promien, by okrag o Srodku w tym pukcie i okrag do niego
symetryczny byty styczne zewnetrznie?



https://zpe.gov.pl/a/DaFhwwf7A

Polecenie 3
Uzupetnij luki, wpisujagc odpowiednie wartosci.

Dany jest okrag o $rodku w punkcie S(—6;5) i o promieniu r = 3. Okrag symetryczny

wzgledem podanego ma $rodek w punkcie S(‘

; ’) i promien

r=| |

Aby okregi byty styczne zewnetrznie, ich promienie powinny mie¢ dtugosc¢ » =




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawna odpowiedz. Srodek obrazu okregu o réwnaniu
z? + y2 — 4x 4+ 8y + 4 = 0 w symetrii wzgledem osi Y ma wspoétrzedne:

O (2;4)
O (—2;-4)
O (2;-4)

O (-2;4)

Cwiczenie 2

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Obrazem okregu o srodku w punkcie (6; —9)
i promieniu dtugosci 3 w symetrii wzgledem osi Y jest okrag o réwnaniu:

z? +y?+ 122 — 18y + 108 =0
(z+6)°+(y+9)7° =9

(z+6)°+(y—97°=9

o 0o 0O O

22 +y? + 12z + 18y + 108 = 0




Cwiczenie 3 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Okregi o réwnaniach (z + 1)2 + (y — 3)2 — 1 oraz
z? + 9% + 10z — 6y + 33 = 0 s3 symetryczne wzgledem prostej o réwnaniu:

z=-3

o O O
[
|

O =2

Cwiczenie 4

Napisz réwnanie okregu wspoétsrodkowego z okregiem o réwnaniu o5:
z2 + y? — 2z + 4y = 0, na ktérym lezy punkt o wspétrzednych (1; —8) i wyznacz réwnanie
jego obrazu w symetrii wzgledem osi Y. Uzupetnij rozwigzanie.

,,,,,,,,,,,,,,

odcinka o koncach (1; —2) i (1; —8). Zatem: ro =

Réwnanie okregu 09 ma postac

S=(-52)|[a+4? +20—4y-31=0]] (x+1) 2)? =5 |

(-1 +@w+2°=5)[5= 12!W

x2+y2+2m+4y—31:0]WW\w2+y2—2x+4y—31:0Hﬂ

x2+y2—2m+4y—31:0’




Cwiczenie 5

Wyznacz obraz okregu o $rodku (2; —3) i promieniu 1, 5 wzgledem prostej o réwnaniu = = 3.
Cwiczenie 6

Okrag o Srodku w punkcie A’ = (10\/5, \/5) jest symetryczny do okregu o réwnaniu o1:

z? + y2 + 20x — 2\/§y + 94 = 0 wzgledem pewnej prostej rownolegtej do jednej z osi
uktadu wspoétrzednych. Napisz réwnanie tej proste;j.

Cwiczenie 7 @

Wyznacz rownanie obrazu okregu symetrycznego wzgledem osi Y do okregu, ktérego srednicg
jest odcinek o koficach A = (—3;1)i B = (2;5).

Cwiczenie 8 @

Dany jest okrag o $rodku w punkcie C' = (—2, —3), styczny do prostej o réwnaniu
y = 3x — 1. Wyznacz réwnanie jego obrazu w symetrii osiowej wzgledem osi Y.



Dla nauczyciela

Autor: Janusz Karkut, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obraz okregu w symetrii wzgledem osi Y’

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskiej

Zakres podstawowy

Uczen:

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)® = r2

7) wyznacza obrazy okregow i wielokatow w symetriach osiowych wzgledem osi uktadu
wspolrzednych, symetrii sSrodkowej (o sSrodku w poczatku uktadu wspotrzednych).

Zakres rozszerzony

Uczen:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogolne;.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne i informatyczne;
» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza rownania okregoéw symetrycznych do danych wzgledem osi Y;

e wyznacza rownania okregu symetrycznego do danego wzgledem prostej rownolegle;
doosiY;

 stosuje poznane zaleznosSci do rozwigzywania zadan z geometrii analityczne;j.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e lekcja odwrocona
 liga zadaniowa

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu, gtosnikow i tablicy interaktywnejlub projektora;
» materialy zawarte w e-podreczniku

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie zalezno$ci miedzy wspoirzednymi
punktow symetrycznych wzgledem osi Y.

2. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie wiadomosci dotyczgcych wyznaczania
obrazow figur w symetrii osiowe].

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi jednego z uczniow o przypomnienie zaleznoSci miedzy
wspoOtrzednymi punktow symetrycznych wzgledem osi Y.

2. Nastepnie inny uczen przypomina wiadomosci dotyczace wyznaczania obrazow figur
w symetrii osiowej.

3. Nauczyciel przedstawia cele zaje¢ i formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg sie
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyklady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadaja na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.



2. Nauczyciel uruchamia symulacje interaktywng. Uczniowie obserwuja zachodzace
zmiany i wspolnie z nauczycielem wykonuja Polecenie 2.

3. Uczniowie indywidualnie rozwigzujg ¢wiczenia 1-6 z sekciji ,Sprawdz sie”. Uczniowie
rywalizuja rozwigzujac zadania. Uczen, ktory jako pierwszy bezbtednie wykona zadania,

wygrywa rywalizacje.
4. Nauczyciel wraz z uczniami analizuje ¢wiczenia, ktore sprawily najwiecej problemow.

Faza podsumowujaca:

o Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do postawionych na poczatku lekcji celow i kryteriéw sukcesu.

Praca domowa:
« Uczniowie rozwiazuja ¢wiczenia 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

e Symetria osiowa
» Symetria punktu w uktadzie wspolrzednych

Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy powtorzeniu przed
sprawdzianem.
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