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Bardzo wazna umiejetno$cia w matematyce jest wylgczanie wspolnego czynnika przed
nawias. Operacja ta przydaje si¢ podczas rozwigzywania rownan roznego typu, poniewaz
pozwala zamieni¢ skomplikowane réwnanie na alternatywe réwnan prostszych do
rozwiazania. Jest to rowniez zabieg czesto stosowany przy dowodzeniu nier6wnosci

i przeksztalcaniu wzorow. Zwykle wylaczanie przed nawias jest czynnoscig tatwa, ale
zdarzajg si¢ tez przyktady bardziej wyrafinowane.

Twoje cele

» Wylaczysz przed nawias wspolny czynnik bedgcy jednomianem.

o Wylaczysz przed nawias wspolny czynnik bedgcy wyrazeniem algebraicznym.

 Zastosujesz wzory skroconego mnozenia, aby przedstawia¢ wyrazenia algebraiczne
w postaci iloczynu.

» Zastosujesz rozklad na czynniki do rozwigzywania rownan.

o Uzasadnisz poprawnosc przeksztalcen rownowaznych.



Przeczytaj

Wyobrazmy sobie, ze Adam ma jeden worek,
w ktorym znajduje si¢ 5 jablek oraz jeden
worek zawierajacy 5 gruszek, zas Ewa ma
pie¢ workow - kazdy zawierajacy po jednej
gruszce i jednym jabtku. Latwo obliczy¢, ze
oboje majg po tyle samo owocow. Powyzszg
sytuacje mozna opisac¢ “rébwnaniem”:

Zrodto: Amber Engle, dostepny w internecie:

www.unsplash.com.

5 - jabtko + 5 - gruszka = 5 - (jabtko + gruszka)

Ten banalny przyklad ilustruje bardzo wazne prawo matematyczne zwane rozdzielnoscig
mnozenia wzgledem dodawania:

a-(b+c)=a-b+a-c
Mnozenie jest tez rozdzielne wzgledem odejmowania:
a-(b—c)=a-b—a-c
Przyktad 1

Zamienimy iloczyny na sumy algebraiczne, stosujac prawo rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem dodawania (odejmowania).

5-(x4+a)=5-z+5-a
(a+b)-4=a-4+b-4=4-a+4-0
3-(y—2)=3-y—3-2=3-y—6
5-(a—b+2)=5-a—5-b+10
(2—3)-4=2-4-3-4=4-2—-12

(z+1)- (y+2)=(z+1)-y+(z+1)-2=2-y+y+2-z+2

Zastosowanie prawa rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania/odejmowania do
przedstawienia sumy algebraicznejw postaci iloczynu nazywamy wylgczaniem wspolnego
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czynnika przed nawias. Operacje zamiany sumy algebraicznejna iloczyn nazywamy
faktoryzacja.

Przyktad 2

Przedstawimy sumy algebraiczne w postaci iloczynow:
T x—T-y=7T-(x—vy)
4.t—8=4-t—4-2=4-(t—2)
a-b+2-a=a-(b+2)

322 -2 z=z-(3-2—2)

Y-y =y (y—-1)

o

@ +10-z+15=5- (2 +2-z + 3)

ot

z+z2’+a-z=z-(5+x+a)

Jak wida¢, przed nawias mozna wytgczac czynniki liczbowe i literowe. Ponizszy przyktad
pokazuje, ze mozliwe jest wylaczanie sum algebraicznych.

Przyktad 3

Wytaczymy wspolny czynnik - bedacy sumg algebraiczng - przed nawias:
(x+1)-a+5-(z+1)=(x+1) - (a+5)
2-z—3)-z2+3-2-2-3)=(2-2—3)-(x+3)

2 z-y)z-y-2-z-y)=2z-y) (z—y

B-z-2)-22+2-3-2-2)-7-32-2)=3-2—-2)- (z2+z—7)

Aby roztozy¢ na czynniki bardziej skomplikowane wyrazenia, mozemy zastosowac
kilkakrotne wylaczanie przed nawias. Ponizej zaprezentowana technika nosi nazwe
»-metody grupowania wyrazow”. Polega ona na taczeniu sktadnikow w grupy w taki sposob,
aby wszystkie sktadniki w jednej grupie miaty wspolny czynnik.

Przyktad 4
Roztozymy na czynniki podane nizej wyrazenie metoda grupowania wyrazow.
2.2 —4-2°+7-z—14=

taczymy sktadniki w pary.
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=(2-x3—4-a}2)—|—(7.x_14):

Wspolnym czynnikiem dwoch pierwszych sktadnikow jest 2 - x2, za$ wspolnym
czynnikiem dwoch nastepnych jest 7.

=222 (z—2)47-(z—2) =

Wspdlnym czynnikiem jest teraz (z — 2).

=(z—-2)-(2-22+7)

Przyktad 5

Roztozymy sumy algebraiczne na czynniki, stosujagc metode grupowania wyrazow.
i +2-24+2=("+2*)+2-z+2)=2*(z+1)+2-(z+1) =

— (2 +1)- (a2 +2)

P42 +2-z+2=(2*+2-2)+ (22 +2) =z (22 +2) + (2? +2) =

= (2> +2) - (z+1)
ry+2-y+3-z+6=(z-y+2-y)+B-z+6)=y-(x+2)+3-(z+2)=
=(y+3)-(z+2)

z-y+2-y+3-2+6=(x-y+3-2)+2-y+6)=z-(y+3)+2-(y+3) =

=(y+3)-(z+2)

Jak wida¢ sktadniki mozna grupowac na rozne sposoby, co nie ma wptywu na ostateczny
rozklad na czynniki. Do rozkladu sumy na czynniki czesto mozna wykorzysta¢ wzory
skroconego mnozenia.

Przyktad 6

Zamienimy wyrazenia na iloczyny, korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia.

et —1=(22-1)- (2> +1)=(z—1)- (@ +1)- (2 +1)

Dwukrotnie zastosowaliSmy wzor na roznice kwadratow.

222 41=(22-1) " =[2-1)- @+ 1) =(@—-1)>° (x+1)°

Najpierw zastosowaliSmy wzor na kwadrat roznicy, a nastepnie na roznice kwadratow.

242 bt 4408 = (a2 bY)




Zastosowalismy wzor na kwadrat sumy.

(z+y) —a’=(z+y—a) (z+y+a)
ZastosowaliSmy wzor na roznice kwadratow.
823 —1=2-2—-1)-(4-22+2-z+1)
ZastosowaliSmy wzor na roznice szeScianow.

27 -2 +64=3-z+4)- (9-22 —12-2 + 16)
ZastosowaliSmy wzor na sume szescianow.
Przyktad 7

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w animacij.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D12fZ18So

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy zamiany sumy algebraicznej na iloczyn.

Hinduski matematyk i astronom z XII wieku, Bhaskara II, ulozyt pewna zagadke, ktora
rozwigzemy, postugujac si¢ technikami poznanymi w tym rozdziale. Oto i zagadka:

Przyktad 8
Zagadka Bhaskary:

»Bawily sie raz malpy - wies¢ indyjska niesie -
Osma ich czeé¢ w kwadracie juz skacze po lesie,
Pozostatych dwanascie w plasach i z wrzaskami
Pomiedzy zielonymi hasa pagorkami.

Ilez ich wszystkich byto? - Pyta si¢ Bhaskara”
Zagadka nie jest trudna, chociaz bardzo stara.

Aby rozwiazac te¢ tamigtowke, oznaczmy przez z liczbe wszystkich matp. Z tresci
rymowanki wynika, ze (g) + 12 = z. Wystarczy zatem rozwigza¢ réwnanie

(g—i) — z + 12 = 0. Rozwigzemy je na dwa sposoby.
e I'sposob - z uzyciem wzordéw skroconego mnozenia:
((’f—i) —r+12=0

Mnozymy obustronnie przez 64.
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2’ — 642+ 768 =0

Przygotowujemy si¢ do zastosowania wzoru skroconego mnozenia.
2 —2-32-2+32° —32°+ 768 =0

Stosujemy wzor na kwadrat roznicy.

(z — 32)> — 256 = 0

Stosujemy wzor na roznice kwadratow.
(x—32—-16) - (z —32+16) =0

(x—48) - (x —16) =0

Korzystamy z faktu, Ze iloczyn jest zerem, gdy przynajmniejjeden z czynnikow jest
zerem.

r—48=0lubx —-16=0
T =48lubxz =16
Zatem matp byto 48 albo 16.
o Il sposdb - z uzyciem metody grupowania wyrazow:
2 —64-2+ 768 =0
Zapisujemy —64 - x jakosume¢ —48 -z — 16 - x
r? —48 -z —16-2+ 768 =0

Z dwoch pierwszych skladnikow wytaczamy przed nawias z, zas z dwoch
nastepnych wylaczamy —16.

z-(r—48)—16-(x —48) =0

Wytgczamy wspolny czynnik (z — 48) przed nawias.
(x—48) - (x —16) =0

Dalej postepujemy jak w poprzednim sposobie.
x=48lubx =16

Zauwaz, ze aby zastosowa¢ metode grupowania wyrazow, najpierw roztozyliSmy jeden ze
sktadnikow na sume tak, aby lewa strona rownania zawierala cztery sktadniki. Dzieki
temu, ze liczba skltadnikéw byta parzysta, moglismy potaczy¢ je w pary i wytgczyc¢



wspolne czynniki w kazdej z par. Takie rozwigzywanie rOwnan wymaga pewnej wprawy,
szczegOlnie, gdy pierwiastki rownania nie sg liczbami catkowitymi.

Stownik

rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania

prawo matematyczne dotyczgce liczb i wyrazen algebraicznych, ktore pozwala zamienic
iloczyn na sume i odwrotnie:a- (b+c¢) =a-b+a-c

faktoryzacja
proces rozktadania liczby lub wyrazenia na czynniki

pierwiastek réwnania

kazda liczba, ktora spetnia dane rownanie
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Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja dotyczacg rozktadu wyrazen algebraicznych na czynniki. Przeanalizuj
podane tam przyktady, a nastepnie rozwiagz test wielokrotnego wyboru (do kazdego pytania
moze istnie¢ wiecej niz jedna poprawna odpowiedz).

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DZVVE4MpJ

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejzamiany sumy algebraicznejna iloczyn.

Polecenie 2

1. Wyrazenie 6 - 2% + 6 - z jest réwne:
6-(z*+z)z-(6-2+6)6-z-(z+1)6-z-(z+0)

2. Wyrazenie 6 - £2 4+ 12 - = + 6 jest réwne:

(62 +6)° V6(x + 1)° (\/6-x+\/8)26-(3:+1)2

3. Wyrazenie z* + 8 - 22 + 15 jest réwne:
(22+8)° =1 (22 +5)- (2 +3) 2* +8-22 + 16 — 1 (22 +4)" — 1

4. Wyrazenie 4z* + 8 - 22 4+ 4 - x jest rowne:
4°$°<£U3—|—2°ZL’-|—1)4°$°<£U3—|—2°:E+0)8°(%°$4+$2+%°$)2
oo (3ot d)

5. Wyrazenie (:1: — 3) . (IB2 +3-x+ 9) jest réwne:
(x —3)% a3+ 2723 — 27 (¢ + 3)°



https://zpe.gov.pl/a/DZVVE4MpJ

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Uzupetnij tabele, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

otz +2at+ 2t 2t a2(af + 1), 2 (2 + 1)

Wyrazenie algebraiczne  [Wspdlny czynnik Rozktad na czynniki

1:(:133 + 1)

3 4 x

2t + 22
2 (z + 1)

74+ 23

2 4 x

Cwiczenie 2

Ocen, czy ponizsze réwnosci sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie réwnosci
prawdziwe.

() 2 (2 +1)+2- (22 +1) = (22 + 1) (2* — 2)
() z-(z*+1)+2-(2*+1) = (2> +1) - 22
() z-(z+1)+2-(z+1)=(z+1)(z+2)

() 2-(z+1)+2° (z+1)=(z+1)(2* +2)




Cwiczenie 3

Potacz w pary kazde z wyrazen z jego rozktadem na czynniki. Przeciggnij iloczyny
w odpowiednie migjsca.

22 —5.2,22—-16,z* —16,224+6-2+ 9, z*+6-22+9

Wyrazenie Czynniki rozktadu na iloczyn

2 —5.1

z> — 16

zt — 16

22 +6-2+9

2 +6-22+9

Cwiczenie 4

Potacz w pary wyrazenie z jego rozktadem na czynniki.

22 4+5.-22—-2.2—10 (z—5)- (2% +2)
> +3-2°2+x+3 (a:—|—5)(a:—\/§)(:n+\/§)
e —5-z24+2-2—-10 (z+3) (z* +1)

2 +3.22 —2—3 (z+3)-(x—1)-(z+1)



Cwiczenie 5

Potacz w pary kazde z wyrazen z jego rozktadem na czynniki. Przeciggnij iloczyny i upusé je
w odpowiednich miejscach.

8. 15 —27,8 22 +27,27 -2 +8,27-2° —8

Wyrazenie Czynniki rozktadu na iloczyn

8. 1% — 27

8. x3 + 27

27 - 23 + 8

27 2% — 8

Cwiczenie 6

Potacz w pary réwnania ze zbiorami ich pierwiastkow.

?2+3-2=0 {-3}

> +9=0 {3}
22—6-2+9=0 {0,3}

2 —-3.-2=0 {-3,0}
22 +6-z+9=0 0

2 —9=0 {-3,3}



Cwiczenie 7 @

Podane nizej wyrazenia przeciggnij do odpowiedniego, zaznaczonego kolorem obszaru tak,
aby otrzymac wyrazenia réwne ze znajdujagcym sie w nagtéwku.

z'+3-2>+4
(22 +3) - (a* +1) |
(m2+2)2—1’

oh 42213 t+4-2°+4 -2
(2> +2)° — 2
(a*+2-2)- (2> +2+7) |
gt +4-22+4-1




Cwiczenie 8 @

Ponizej pokazano sposéb, w jaki mozna rozktadac na czynniki niektére wyrazenia, korzystajac
ze wzordow skroconego mnozenia. Do kazdego kolejnego przeksztatcenia wybierz odpowiedni
komentarz. Posortuj komentarze wedtug odpowiedniej kolejnosci.

22 +322+ 3z +2=

=23 +322 43z +1+1=

=(z+1)°+1=

—(z+1+1)- [(:c—i—l)Q—(:l:—i—l)—i—l} _
=(@+14+1)-[22+2z2+1—(z+1)+1] =
=(z+1+1)-[2°+2z2+1—-2—1+1] =
=(z+2) (z®+z+1)

Posortuj komentarze wedtug odpowiedniej kolejnosci. Ztap element i przesun go w gore lub
w dot.

Zastosowanie wzoru na sze$cian sumy. =
Zastosowanie wzoru na sume sze$cianow. =
Opuszczenie nawiasu. =
Zastosowanie wzoru na kwadrat sumy. =
Redukcja wyrazéw podobnych =
Zapisanie jednego ze sktadnikéw jako sume. =



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zamiana sumy algebraicznej na iloczyn

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na:
(a + b)2, (a — b)2, a’? — b2, (a — b)3, (a — b)3, ad v a"— "

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

o wylacza przed nawias wspolny czynnik bedacy jednomianem lub wyrazeniem
algebraicznym.

» przedstawia wyrazenia algebraiczne w postaci iloczynu stosujgc wzory skroconego
mnozenia,

e rozwigzuje roOwnania stosujgc rozktad na czynniki,

» uzasadnia poprawno$c¢ przeksztatlcen rownowaznych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



 dyskusja panelowa;
» metoda tekstu przewodniego;
e odwrocona klasa.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekcii.

Faza wstepna:
Nauczyciel podaje temat oraz cele zaje¢. Ustala z uczniami kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach wymieniajg si¢ pozyskanymi w domu wiadomosciami, analizujac
przyklady zawarte w sekcji ,Przeczytaj”. Zapisujg pytania dotyczgce materiatu.
Nastepnie t3czg sie¢ w dwie grupy. Przedstawiciel kazdej z grup przedstawia pytania, na
ktore odpowiadajg uczniowie z grupy przeciwnej. Nauczyciel uzupetnia odpowiedzi.

2. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Animacja”. Po zapoznaniu si¢ uczniow
z materiatlem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego niezrozumieniem.
Uczniowie rozwiazujq Polecenie 2.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

4. W dalszej czesci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po kazdym
zakonczonym zadaniu wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie ma forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia 6, 71 8, ale nastepnie porownuja swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje lekcje z uwzglednieniem postawionych na poczatku
kryteriow sukcesu.

Praca domowa:

Uczniowie opracowuja infografike zawierajacg algorytm postepowania w przypadku
zamiany sumy algebraicznejna iloczyn.

Materialy pomocnicze:
Jednomiany i sumy algebraiczne
Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna wykorzysta¢ w czasie zaje¢ pokazujgcych rézne metody rozwigzywania
rownan.


https://ep2019-mat.contentplus.io/!/project/design/P1REqSsuU/edit/D32wQTavh

