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Zrédto: dostepny w internecie: www.pikist.com.

Zalozmy, ze states sie posiadaczem pigknego obrazu namalowanego przez kolezanke. Jako
osoba doktadna rysujesz na $cianie dwie linie - lewa pionowg i gorng poziomg - zeby potem
w ich miejscu zawiesi¢ obraz.

Gdy oceniasz swojg prace z daleka, dostrzegasz, ze obraz nie wisi na srodku $ciany i nalezy
przesunac go nieco w lewo. Odmierzasz wiec 3 cm w poziomie od miejsca pierwszej
pionowej prostej — w dwoch miejscach - a nastepnie ,przesuwasz” prostg o wektor 3 cm
w lewo. I wlasnie tym zajmiemy si¢ w tym materiale - zasadami przesuwania prostych

o wektor w uktadzie wspolrzednych.

Twoje cele

Utrwalisz wiadomosci dotyczgce wektorow.

Obliczysz wspolrzedne obrazéw punktow po przesunieciu o wektor.

Napiszesz rownanie prostejbedacej obrazem danej prostejw przesunieciu o wektor.

Zastosujesz poznane wzory do rozwigzywania zadan.




Przeczytaj

Zanim przejdziemy do wyznaczenia obrazu prostej w przesunig¢ciu o wektor u
przypomnimy podstawowe wiadomosci dotyczgce tego przeksztalcenia.

Definicja: Przesuniecie (translacja) o wektor
Przesunig¢ciem (translacjg) o wektor U nazywamy przyporzadkowanie kazdemu
punktowi P plaszczyzny (przestrzeni) takiego punktu P’, Ze:

—

PP =7,

P/
u
F

Wyznaczymy teraz wspotrzedne obrazu danego punktu.

Zatozmy, ze obrazem punktu P = (x, y) w przesunieciu o wektor U= [p, gl jest punkt
—

P’ = (2, y’). Wspoirzedne wektora PP’ zapisujemy nastepujaco:
—
PP =[x —z, ¥y —yl.

Dwa wektory sa rowne, gdy majg rowne odpowiednie wspotrzedne, stad
T-r=p, Y Y=g

a zatem

{:c’::c+p
yY=y+q

Definicja: Izometria

Przeksztalcenie plaszczyzny na siebie zachowujace odleglosci punktow nazywamy
izometrig.

Wykazemy teraz, ze przesuniecie o wektor jest izometrig.


javascript:void(0);

Niech A i B beda dowolnymi punktami plaszczyzny a U dowolnym wektorem.
Umieszczamy w ukladzie wspotrzednych punkty A = (z1, y1) i B = (29, y2) oraz wektor

< =[p, q|.

Obrazy A’ i B’ punktow A i B w przesunieciu o wektor o majg wspolrzedne
Aa — ($17, yl’) i B = (332’, y27).

e AR o = . . .
Poniewaz AA' = w oraz BB’ = w wnioskujemy, ze: A’ = (z1 +p, y1 + q) i
B = (z2+p, y2+9)

Wyznaczymy dlugo$¢ odcinka A’B’:

4B =1/ (22 +p) — (31 + )+ (2 + 0) — (3 +0))° =

— (@~ ©) + (3 — 02)* = |AB|.

Zatem kazde przesuniecie o wektor jest izometrig, co oznacza, ze obrazem prostej
w przesunieciu o wektor jest tez prosta.

Udowodnimy teraz, ze obrazem prostejw przesuni¢ciu o wektor U= [p, q| jest prosta do
niejrownolegta.

Rozwazymy dwie sytuacje: gdy prosta jest postaci y = ax + b lub postaci z = c.

Korzystamy ze zwigzkéw miedzy wspotrzednymi punktu P = (z, y) i jego obrazu
P = (2, y):

{:c’ =z+p

yY=y+q
z ktorych otrzymujemy:

{:L' =z —p

y=y —q

Wyznaczone wartos$ci z, y podstawiamy do rownania prostejy = ax + bi otrzymujemy
rownanie jej obrazu w postaci:

Y —g=a(z’ —p)+bstady =az’ —ap+b+gq.

Zatem obrazem prostej o rownaniu y = ax + b, w przesunieciu o wektor o= [p, q|jest
prosta o rownaniu

y=axr+b—ap+q.
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Zauwazmy, ze w rownaniach obu prostych wspotczynniki kierunkowe sa rowne, czyli
proste sa rownolegte.

Wykazemy teraz, ze obrazem prostejx = c jest prosta do niej rownolegta.
Wykorzystujac zwiazki
r=ax —p
{y =Y —q
dostajemy prostg o rébwnaniu &’ — p = cczyliz’ = c + p.

Zatem obrazem prostej o rownaniu £ = ¢ w przesunigciu o wektor U = [p, q] jest prosta
orownaniu ¢ = p + c. Jest to rownanie prostej rownoleglej do prostejz = c.

Obrazem prostej w przesunieciu o wektor U= [p, q| jest prosta do niej réwnolegla.
Przyktad 1

Wyznaczymy réwnanie obrazu prostejo rownaniu y = 2x + 5 w przesunig¢ciu o wektor
_>
v =12, 3.

Rozwigzanie:

Korzystajgc ze zwigzkoéw pomiedzy wspotrzednymi punktu i jego obrazu w przesunieciu

owektor © = [p, gq] mamy:

' =x+2stadx =2’ — 2,

v =y+3,stady=19y — 3.

Podstawiajagc wyznaczone wielkosci x i y do wzoru y = 2z + 5 otrzymujemy
Y —3=2(x"—2)+5wiecy =22"—4+5+3.

Prosta o rownaniu y = 2z + 4 jest obrazem prostejy = 2x + 5 po przesunie¢ciu o wektor
_>
u =12, 3|

Przyktad 2

Wyznaczymy wspotrzedne wektora, o ktory nalezy przesung¢ prostg o rownaniu

y= %CU + %, aby otrzymac prosta o rownaniu y = %a:

Rozwigzanie:

Korzystajac z rbwnania y = ax + b — ap + q obrazu prostejo rownaniu y = ax + b

o —
w przesunieciu o wektor v = [p, g| mamy




Y= %:c—%er%nLq.

Obrazem prostejy = %:c + % ma by¢ prostay = %a:, stad: —%p + % +q=0.
Otrzymujemy nastepujacg zalezno$¢ miedzy wspoirzednymi p i ¢ wektora U
—2p+3¢q+1=0.

Kazda paraliczb pi g spelniajagca warunek —2p + 3¢ + 1 = 0 wyznacza wspoirzedne
wektora tego przesunigcia.

_>
Stad: v = [p, %p— %]
Przyktad 3

Wyznaczymy wspotrzedne niezerowego wektora, o ktory nalezy przesung¢ prostg
y = 4z + 1, aby otrzymac prostg o tym samym réwnaniu.

Rozwigzanie:

Korzystajac z rbwnania y = ax + b — ap + q obrazu prostejo rownaniuy = ax + b

. —
w przesunieciu o wektor v = [p, g] mamy
y=4rx —4p+1+q.

Prostay = 4x — 4p + 1 + g ma by¢ postaci y = 4z + 1, stad: —4p + 1 + ¢ = 1 wiec:
4p = q.

Stad: © = [p, 4p|, gdzie p # 0.
Przyktad 4

Obliczymy pole figury ograniczonej osiami ukladu wspotrzednych, prosta y = — %:c +1

oraz obrazem tej prostej w przesunieciu o wektor o = 2, 2].
Rozwigzanie:
Napiszemy réwnanie obrazu prostejy = — 5z + 1 w przesunieciu o wektor U= 2, 2].

Korzystajac z rbwnania y = ax + b — ap + q obrazu prostejo réwnaniu y = ax + b

w przesunieciu o wektor v = [p, g otrzymujemy: y = —+z + 1 — (—3)-2+2,
zatem: y = —%af: + 4.

Wyznaczamy punkty przecig¢cia prostych z osiami uktadu wspotrzednych.



Punkt przecigcia prostejo rownaniuy = — 3z + 1z osig Y: A = (0, 1);z osig X:
B = (2, 0).

Punkt przeciecia prostejy = —%x +4zosiaY:C = (0, 4);zosiag X: D = (8, 0).

Rysujemy wykresy obu prostych:

YA

5
3
2
-1 0
=1
=2

=3

Z rysunku wynika, ze otrzymang figurg jest trapez.

Yi

5
3
2
A
-1 0
=1
=2

=3




Obliczamy dtugosci podstaw trapezu, korzystajac ze wzoru:

|AB| = \/ (xp — z4)* + (yp — y4)? na odlegloé¢ dwoch punktow:
CD| = 1/(8—0)>+ (0 — 4)° = 62 +16 = /80 = V516 = 45,

AB|=1/2-0)+(0-1)’ =vA+1=V5

Dlugos¢ wysokosci jest rowna odleglosci punktu A od prostejy = —%x + 4.
Wykorzystamy wzor: d = % na odleglos¢ punktu (z, yo) od proste;j
Az + By+C =0.

Rownanie prostejy = —%a: + 4 zapisujemy w postaci ogolnej. ¢ + 2y — 8 = 0.

Obliczamy wysokos¢ trapezu:

B — [1-0+21-8] _ [2-8 _ [-6] _ 6
oVIze22 W W5 R
Korzystamy ze wzoru na pole trapezu: P = “TH’ - h, gdzie a, b - dlugosci podstaw

trapezu a h - dlugo$¢ jego wysokosci.

W5+vE 6 _ 5V5 6 __
T+5.___5. = 15.

Ostatecznie otrzymujemy: P = NG >
Pole trapezu wynosi 15.
Pokazemy druga metode rozwigzania tego zadania.

Mozemy zauwazyc¢, ze szukane pole trapezu jest roznica pol dwoch trojkatow: trojkata
prostokatnego ODC i trojkata prostokatnego OBA.



Obliczamy pole trojkata OCD: Parocp = % -4-8 =16.

Obliczamy pole trojkata OBA: Panopa = % -1.2=1.

Pole trapezu: Psgpc = Paocp — Paosa, wiec Pappe = 16 — 1 = 15.
Odpowiedz:

Pole figury ograniczonej osiami uktadu wspotrzednych, prostg y = —%w + 1 oraz

obrazem tej prostejw przesunieciu o wektor U= 2, 2] wynosi 15.

Stownik

przesuniecie (translacja) o wektor

przesuniecie o wektor o to przyporzadkowanie kazdemu punktowi P plaszczyzny
(przestrzeni) takiego punktu P’, ze:




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujgca przesuniecie prostej o wektor a nastepnie rozwiagz
zadania i porédwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Do6Tv7xI5

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej przesuniecia prostej o wektor.

Polecenie 2

Napisz rownanie prostej, ktora jest obrazem prostej o rownaniu y = %x + 2 w przesunieciu

o wektor ¥ = [—6, 3].
Polecenie 3

Obrazem prostej y = 3x + 7 w przesunieciu o wektor [1, ¢| jest prosta y = 3z—3. Wyznacz

wspotrzedna g wektora 7


https://zpe.gov.pl/a/Do6Tv7xI5

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Obrazem prostej [ o réwnaniu y = %:c W przesunieciu
o wektor [5, 1] jest prosta k o réwnaniu:

O y=1z+1
O y=zz-1
O y=+=
O y=3z+2
Cwiczenie 2 @)

Do réwnania prostej [ dobierz rownanie prostej k tak, aby prosta k byta obrazem prostej [
w przesunieciu o wektor [—1, 3.

l: y=3z k: y=-3x+ 2
l: y=-3z+1 k:y=3x+8
[: y=3z+2 k:y=-3z+1

l: y=-3x+2 k:y=3xz+6



Cwiczenie 3

O jaki wektor nalezy przesunac prosta o réwnaniu y = — %a: + 7, aby otrzymac prosta
o réwnaniu y = —%:1: — 1? Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

) -1 =7
D [_2; _275]
] [-4 —5]

D [_2; _6’5]

Cwiczenie 4

Dane s3g dwie proste: k o rownaniu y = %az — lorazloréwnaniuy = %a: + 4. Uzupetnij
wspotrzedne wektora, o ktory nalezy przesunac prostg k, aby otrzymac prosta [.
Wopisz poprawne liczby.

1) [0,
2|
3) (14,
4 [p, Ep+| ’]




Cwiczenie 5

Dane sa dwie proste: k o rownaniu y = —3x + 2 orazl o réwnaniu y = —3x — 5. Zaznacz
wszystkie zdania prawdziwe.

0 Wspbtrzedne wektora, o ktéry nalezy przesunac prosta k, aby otrzymac prosta [, to
np. [—4, 5].

0 Wspotrzedne wektora, o ktory nalezy przesungc prostg k, aby otrzymac prosta [,
maja postac [p, — 3p — 7|.

Wspobtrzedne wektora, o ktéry nalezy przesunac prosta k, aby otrzymac prosta [, to
3
np. [— =, O} .

0 Wspotrzedne wektora, o ktory nalezy przesunac prosta k, aby otrzymac prostg [, to
np. [0, — 7).

Cwiczenie 6

Dane sa dwie proste o rownaniach: k : y = %az —3orazl: y= %az —T.
Ocen prawdziwosé ponizszych zdan.

Prawda Fatsz

Prosta k jest obrazem

prostej [ w przesunieciu O O
o wektor [—2, 3].

Prosta [ jest obrazem
prostej k w przesunieciu O O
o wektor [—4, 0].

Prosta k jest swoim
obrazem w przesunieciu O O
o wektor [2, —1].

Prosta [l jest swoim
obrazem w przesunieciu O O
o wektor [6, 3].



Cwiczenie 7 @
Przeciggnij poprawng odpowiedz.

Pole figury ograniczonej osiami uktadu wspotrzednych, prosta y = %aj — 1 oraz obrazem tej

iz ] [7x ] (45 ] (o]

Cwiczenie 8 @

Dane sa dwie proste o réwnaniach: k : y = %x —3orazl: y= —4x + 7. Obrazem prostej
k w przesunieciu o wektor [—3, 3] jest prosta m, za$ obrazem prostej [ w przesunieciu

o wektor [1, 5] jest prosta n.

Wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Pole figury ograniczonej osig X oraz prostymi m i n wynosi 14.
(] Prosta m mozna opisa¢ réwnaniem y = %a: — 2.
(] Prosta n mozna opisa¢ réwnaniem y = —4z + 16.

(] Punkt P = (2, 3) jest punktem przeciecia prostych m i n.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przesunigcie prostej o wektor

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na plaszczyZnie na podstawie ich rownan,
w tym znajduje wspolny punkt dwoch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje si¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkoweji ogolne;j,

w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych witasnosciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, rownolegtosc lub
prostopadlos$¢ do innej prostej, stycznos¢ do okregu;

3) oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspolrzedne oraz dlugosc¢, dodaje wektory i mnozy
wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno analitycznie jak i geometrycznie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:



» postuguje sie pojeciem wektora

e oblicza wspotrzedne wektora

» zna definicje przesunig¢cia o wektor

e podaje zwigzki miedzy wspotrzednymi punktu i jego obrazu w przesunieciu o wektor

e podaje rbwnanie obrazu prostejw przesunieciu o wektor

» planuje czynnosSci majace doprowadzi¢ do wyznaczenia rownania prostejbedace;j
obrazem prostej o danym rownaniu

o wykorzystuje wzor na odlegtos¢ punktu od prostej w rozwigzaniach zadan

 ksztalci umiejetno$¢ stosowania metod geometrii analityczne;j

e 7 zaangazowaniem rozwigzuje zadania postugujac sie poznanymi twierdzeniami
i definicjami

» analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzgcejdo ich
rozwiazania

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» pokaz multimedialny

» metoda odwroconejklasy

e burza mozgow

e rozwiazywanie zadan pod kontrola nauczyciela

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu
» tablica interaktywna/rzutnik multimedialny
e e-podrecznik

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podajg zwiazki miedzy wspolrzednymi punktu i jego obrazu w przesunieciu
o wektor.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.



Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prezentuje animacije.

2. Nauczyciel wyjasnia ewentualne niejasnosci zgtoszone przez uczniow.

3. Uczniowie w parach opracowujg metode analitycznego otrzymania rownania prostej
bedacej obrazem danej prostejw przesunieciu o wektor — moga skorzysta¢ z pomocy
nauczyciela lub materiatow zawartych w sekciji ,Przeczytaj’.

4. Po okreslonym przez nauczyciela czasie, chetny uczen zapisuje rownanie obrazu
prostej po przesunieciu o podany wektor.

5. Nauczyciel wyjasnia watpliwosci zgtoszone przez uczniow.

6. Uczniowie samodzielnie rozwigzuja, wybrane przez nauczyciela, ¢wiczenia
interaktywne.

7. Nauczyciel kontroluje prace uczniow, zwraca uwage na poprawnos$c¢ zapisu i jego
estetyke, wyjasnia niezrozumiate dla uczniéw elementy.

Faza podsumowujaca:

1. Chetni uczniowie prezentujg rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.
2. Uczniowie okreslaja co byto dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien.
3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.
Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie pozostatych ¢wiczen interaktywnych.

Materialy pomocnicze:

» Pojecie wektora
o Wspolrzedna wektora na osi liczbowej
» Przyklady

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg, przed lekcjg zapoznac si¢ z animacja, umozliwi im to samodzielne
przygotowanie si¢ do lekcji i utatwi im przyswojenie materialu podawanego na lekcji.


https://epodreczniki.pl/b/pojecie-wektora/P2RHjBCqx
https://epodreczniki.pl/b/wspolrzedna-wektora-na-osi-liczbowej/P14RWvtAP
https://epodreczniki.pl/a/przyklady/DhRCxzich

