Rozktad wielomianu na czynniki roznymi metodami
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Zrédto: Carlos Irineu da Costa, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Umiejetnos¢ rozktadania wielomianu na czynniki bardzo utatwia wyszukiwanie
pierwiastkow wielomianu. Jest tez kluczowa technikg przy rozwigzywaniu rownan
wielomianowych, czyli rownan postaci W(x) = 0, oraz nieréwno$ci wielomianowych, czyli
nierownosci typu W(z) > 0, W(z) < 0, W(z) > 0, W(z) < 0, gdzie W(x) jest
wielomianem zmiennej z. Znajdzie rowniez swoje zastosowania przy wyrazeniach
wymiernych (ilorazy dwoch wielomianow).

Twoje cele

e Poznasz rozklady na czynniki wykonywane za pomoca kilku réznych metod
zastosowanych Igcznie (np. grupowanie, wzory skréoconego mnozenia, szukanie
pierwiastkow wymiernych i dzielenie schematem Hornera).

» Zastosujesz rozne metody rozkladu wielomianu na czynniki w sytuacjach mnie;
typowych, rzadziej spotykanych w zadaniach.




Przeczytaj

Na poczatku przypomnimy rozne metody rozktadu wielomianu na czynniki:

» wykorzystanie wzoroéw skréoconego mnozenia;
» wylaczanie wspolnego czynnika przed nawias;
e grupowanie wyrazow;

» szukanie pierwiastkow wymiernych.

W tym materiale skupimy si¢ na analizie rozwigzan kilku ciekawszych i by¢ moze troche
trudniejszych zadan. Kazde zadanie jest opatrzone pelnym rozwigzaniem i wyjasnieniami.

Przyktad 1

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = (z+1)* — (z* +1).

Rozwigzanie

» Skorzystajmy ze wzoru skroconego mnozenia
W(z)=z*+4z3 + 62> +4z+1—z* -1
W(z) = 4z% + 62% + 4z

o Powylaczeniu przed nawias uzyskujemy postac iloczynowa
W (z) = 2z (22 + 3z + 2)
(wystepujacy w rozktadzie wielomian drugiego stopnia jest nierozktadalny).

Przyktad 2

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = (z+1)* — 2(z* +1).

Rozwigzanie

o Skorzystajmy ze wzoréw skroconego mnozenia
W(z) = z* + 423 + 622 + 4z + 1 — 22* — 2
W(z) = —z* + 42% + 622 + 4z — 1
W(z) = 1222 — (z* — 42% + 62% — 4z + 1)

e Mozemy teraz wykorzysta¢ wzor na roznice kwadratow
W(z) = 1222 — (z — 1)*
2
W(z) = (2\/§a:) — (#* — 2z + 1)2
W(zx) = (2\/551: — 22+ 2z — 1) (2\/§w +x? — 2z + 1)
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e Pouporzadkowaniu

W(z) = —(:132 — (2\/§+2)w+1> (:132+ (2\/§—Z)x—|—1)

o UzyskaliSmy iloczyn dwoch wielomianow drugiego stopnia. Drugi z nich jest
nierozkiadalny (A < 0), natomiast pierwszy mozna sprowadzi¢ do postaci
iloczynowej tak, jak to robimy dla funkcji kwadratowe;j.

Po wykonaniu do$¢ zmudnych obliczen uzyskamy zapis W (z) w postaci iloczynu
wielomianow nierozktadalnych

W(m)z—(mz—l— (2\/5—2)m+1)(a:+\/3+2x/§—x/§—1).
-(:1:— \/3+2\/§—\/§—1).
Przyktad 3

Sprowadzimy do postaci iloczynu czynnikoéw nierozktadalnych wielomian
W(z)=(z+1)(z+2)(x+3)(x+4) — 15.

Rozwigzanie

» Na poczatek wymnozmy parami nawiasy - pierwszy z ostatnim oraz dwa srodkowe:
W(z) = (2® + 5z + 4) (z* + 5z + 6) — 15.

e Zauwazmy, ze uzyskane dwa nawiasy mozna wymnozy¢ uzywajac wzoru skréoconego
mnozenia na roznice kwadratow:

W(z) = ((«* +5:c+5) 1)((z*+5x+5)+1)—15
W(z) = (= +5x+5) -1-15

W(z) = («° +5a:—i—5) — 42

W(z)= (22 +5z+5—4)(a +5z+5+4)
W(z) = (z? + 5z + 1) (2 + bz + 9)

» Pierwszy z uzyskanych wielomianow drugiego stopnia mozna roztozy¢ za pomocg
wyroznika A, drugi jest nierozkladalny:
W(x) = (a: + —5+;/ﬁ) (cc + &= ‘/21)(562 + 5z +9).

Przyktad 4

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = (2° + 22+ 2) (z* + 2z + 5) — (2* + 2z + 1).

Rozwigzanie

o Dla utatwienia obliczen podstawmy zmienng pomocniczg p = x2 + 2z

W(z)=@®+2)(p+5) —(+1)
W(E)=p*+Tp+10—-p—1=p>+6p+9
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e Mozemy teraz zauwazyC wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy i powroécic¢ do
zmiennej
W(z) = (p +3)’
W(z) = (z° + 2z + 3)2
przy czym uzyskany wielomian drugiego stopnia jest nierozktadalny.

Przyktad 5

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = 3 + 72% + 16z + 12.

Rozwigzanie

e Pogrupujmy wyrazy wielomianu dazac do uzycia wzorow skroconego mnozenia
i wylaczenia wspolnego czynnika przed nawias:
W (z) = (3+6m2+12w+8)+(:1:2+4m+4)
W(z) = (w—|—2) (z +2)°
W(zx) = (w—|—2) (x+2+1)
W(z) = (z +2)*(z + 3).

Przyktad 6

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = z* — 223 + 2 — 20.

Rozwigzanie

o Pogrupujmy wyrazy wielomianu
W(z) = (z* — 22° + 2?) — (2 — ) — 20
W(z) = (z° — :c)2 — (z* —x) — 20

o Podstawmy dla utatwienia pomocniczg zmienng t = z? — x:

W(z)=1>—t—20

» Korzystajac z rozkladu funkcji kwadratowejna czynniki mozemy zapisac
Wi(z) = (t — 5)(t + 4)
czyli wracajgc do niewiadomej
W(z) = (z2° —z—5) (2> — = + 4)

» Drugi wielomian jest nierozktadalny, po roztozeniu pierwszego na czynniki
uzyskamy rozktad wielomianu W (x):

W(z) = (zc—lT\/ﬁ)(m—l%‘/ﬁ)(ﬁ—m—kél).

Przyktad 7
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Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian
W) = (z—4)*+ (& +1)* — (22 — 3)%.

Rozwigzanie

e Zauwazmy, ze wyrazenie w trzecim nawiasie jest sumg wyrazen w dwoch
poprzednich nawiasach.

e Podstawmy pomocniczoa =x —4,b =z + 1.

e Zatem po wykorzystaniu wczesniejszego podstawienia i wykonaniu obliczen
W(z) = —2(z — 4)(z + 1)(72* — 21z + 22),
przy czym uzyskany wielomian drugiego stopnia jest nierozktadalny.

Stownik

wielomian nierozktadalny

wielomian stopnia dodatniego, ktorego nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu co
najmniej dwoch wielomianoéw stopnia dodatniego

zasadnicze twierdzenie teorii wielomianow

» jedyne wielomiany nierozkladalne stopnia dodatniego o wspotczynnikach
rzeczywistych to wszystkie wielomiany pierwszego stopnia oraz wielomiany
drugiego stopnia z ujemnym wyréznikiem A;

» kazdy wielomian stopnia wigkszego od 2 mozna zapisa¢ w postaci iloczynu
wielomianow nierozktadalnych i niezerowej statej;

» zapis w postaci iloczynu jest jednoznaczny z doktadnoscig do przemnozenia
czynnikow przez stalg niezerowg




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Przeanalizuj trzy metody rozktadu tego samego wielomianu na czynniki nierozktadalne.

Polecenie 2

Rozt6z na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = z® — 42* — 4z + 1.
Rozwigz zadanie dwoma réznymi sposobami.

Polecenie 3

Roztéz na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = z* + x* — 4z — 4. Rozwiaz zadanie dwoma réznymi sposobami.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Dany jest wielomian W (x) = (z + 1)(z + 2)(x + 3) — 6.

Kolorem zielonym oznacz zdania prawdziwe.
Kolorem czerwonym oznacz zdania fatszywe.

{zielony}Wielomian W (z) ma doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty.{/zielony}
{zielony} W rozktadzie na czynniki wielomianu W (x) wystepuje nierozktadalny
wielomian drugiego stopnia. {/zielony}

{czerwony}Wielomian W (z) ma doktadnie jeden pierwiastek dodatni.{/czerwony}

{czerwony}Jednym z pierwiastkéw wielomianu W (x) jest pewnien catkowity
dzielnik liczby 6.{/czerwony}

Cwiczenie 2 3

Dany jest wielomian
W(z) =25 —z* — 22 + 1.

Wiadomo, ze W (z) mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej
W(z) = (z — 1)%(z + 1) (22 + 1)".

Podaj wartosci wyktadnikéw a, bi c:

oa:‘ ’

- r

oc:‘ ’




Cwiczenie 3 @

Dany jest wielomian
W(z) = 2% — 723 — 8.

Uzupetnij brakujace liczby w zapisie obliczen prowadzacych do rozktadu wielomianu W(:c)

na czynniki nierozktadalne.

Kazdy wpisywany element musi by¢ liczbg catkowita dodatniag jednocyfrowa.

W)= (- | )@+ )
. W(z) = (z—| ) (22| |+ | )
.(3;+‘ ’)(m2—x+‘ ’)
Cwiczenie 4

Wskaz rozktad wielomianu
W(z) = (z—1)* — (z* - 1)
na czynniki nierozktadalne.

O —(z-1>%*2z+1)

O —2(z-1) (a: = 1_4ﬁ> (a: = 1+Tﬁ)

O —2x—-1)(222—z+1)

O —2(3:—1)(:13-1— \/74_1>(x+ ﬁfl)

O —(z-D(z+1)(2z—-1)



Cwiczenie 5

Dany jest wielomian
W(z) = 32* — 52® — bz + 3.
Wskaz czynniki jego rozktadu na iloczyn wielomiandéw nierozktadalnych.

Cwiczenie 6

Dany jest wielomian W (z) = z* — 22% + 32 — 2z + 2.
Ustaw we wtasciwej kolejnosci kolejne kroki prowadzace do uzyskania rozktadu wielomianu
W (z) na czynniki nierozktadalne.

W(z) = (22 +1)° — 2z(a® + 1) + (2 +1) :
W(z) = (22 +1) (22 — 2z + 2) s
Mozemy teraz wytaczy¢ przed nawias czynnik z? + 1: R
W(z) = (2 +1) (2> +1 -2z +1) v
Oba uzyskane wielomiany drugiego stopnia sg nierozktadalne, wiec powyzszy N
rozktad spetnia warunki zadania. v
Pogrupujmy wyrazy wielomianu dazac do wytgczenia wspolnego czynnika przed

nawias: =

W(z)=z*+222+1—-22> -2z +22+1



Cwiczenie 7

Wskaz rozktad wielomianu
W(z) = 3z +1)° + (z + 3)° — (42 + 4)°
na iloczyn wielomianéw nierozktadalnych.

O B(z+3)(z+3)(z—1)
O 4(z+1)(2322 + 34z + 23)
O —6(3z+1)(z +3)(z —1)
O —12(3z + 1)(z + 3)(z +1)

O Bz+1)(z+3)(4z +4)

Cwiczenie 8

Uzupetnij obliczenia prowadzace do rozktadu wielomianu
W(z) = (2° + 2z + 4) (z* + 2z + 6) — 3.

+ W(z) = (2* + 2z +4) (2* + 22 + 6) - 3
W)= (22 +20]  )(+2e )3
W)= (@2 Po1-3
We=( e

+ Wiz) = (mQ +2z ) (332 42245+ 2)

e W(z)=( | Y )

o Oba uzyskane wielomiany sg nierozktadalne.

(e +20+7|[+5-2 ]| e+ 20 +3|[+5+1][+5-1|[+5][4]

‘332—|—2a:—|—5’




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozklad wielomianu na czynniki r6znymi metodami

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) rozklada wielomiany na czynniki metodg wylgczania wspolnego czynnika przed nawias
oraz metodg grupowania wyrazow, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W (z) = 22 — v/322 + 4z — 2/3;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 rozklada na czynniki wielomiany stosujac grupowanie, wzory skroconego mnozenia,
szukanie pierwiastkow wymiernych i dzielenie schematem Hornera,
» laczy wskazane metody do rozkltadu wielomianow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



drzewo pomystow;
metoda krokodyla.

Formy pracy:

praca indywidualna;
praca w grupach;
praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

2.

Uczniowie przypominajga wspolnie znane im wzory skroconego mnozenia trzeciego
stopnia i ich zastosowania.
Nauczyciel podaje temat i cele zajec, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z przyktadami rozktadu wielomianu na czynniki
zawartymi w sekcji ,Przeczytaj’. Ich zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego
zadania, a dopiero nastepnie poréwnanie jego rozwigzania.

. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przyktady rozktadu na

czynniki roznymi metodami.

. Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.
. Teraz uczniowie w grupach zapoznajg si¢ z galerig zdje¢ interaktywnych i ewentualnie

dopisujg na plakacie pozyskane informacje.

. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda

krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,drzemie na brzegu rzeki” i tylko ,ozywia
sie” w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1.

2.

3.

Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji — uczniowie mogg korzysta¢ z wytworzonych
plakatow.

Liderzy grup omawiaja wyniki prac uczestnikow, uczniowie wzajemnie oceniajg swoja
prace.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.



Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcij.

Materialy pomocnicze:
Wielomiany
Wskazowki metodyczne:

Galeri¢ mozna wykorzystac jako powtorzenie przed kartkowka.


https://static.epodreczniki.pl/portal/f/res/RQGKubfsXRFPB/3/djkh8hbSjMQDEBDmnHaU16H8fZORBCzf/Wielomiany.pdf

