Jak obliczy¢ iloraz roznicowy korzystajac ze wzoru
funkcji?
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Zrédto: Max Ostrozhinskiy, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Gtownym zagadnieniem w rachunku rozniczkowym jest badanie przebiegu funkcji
zmiennej rzeczywistej, w tym obliczanie, ile wynosi stosunek przyrostu wartosci funkcji do
przyrostu argumentu. Gdy rozpatrujemy funkcje liniowg, to ten przyrost jest rowny
wspotczynnikowi kierunkowemu prostej, ktora jest wykresem tej funkcji. W tej lekcji
omoOwimy, jak obliczy¢ iloraz roznicowy funkcji, gdy dany jest wzor tej funkcji. Bazujac na
treSciach teoretycznych i przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Obliczysz iloraz roznicowy funkcji okreslonych za pomocg réznych wzoréow.

o Wyznaczysz, ile wynoszg ilorazy roznicowe funkciji, gdy funkcja jest liniowa,
kwadratowa, wymierna itp.

e Obliczysz wartosci parametrow, ktore wystepujg we wzorach funkeji, gdy dana jest
wartos¢ ilorazu roznicowego tej funkcji.

o Wykorzystasz poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.



Przeczytaj

Przypomnijmy definicje ilorazu roznicowego funkcij.
Definicja: iloraz réznicowy
Zalozmy, Ze funkcja f jest dowolna funkcjg okreslong w otoczeniu punktu .

llorazem réznicowym funkcji f(z) w punkcie z dla przyrostu h zmiennej niezaleznej z,
nazywamy wyrazenie:

f(z)— f(o)

T—x ’
ktore jest rownowazne wyrazeniu:

S(oth)—f(zo)
- :

Inaczej mowigc, jest to stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu funkcji.

Do wyznaczania ilorazu réznicowego funkcji bedziemy stosowac wzor, ktory zapisujemy
nastepujgco:

U(h) _ f($0+hlz—f($0) )

W ponizszych przyktadach pokazemy, jak obliczy¢ iloraz roznicowy w podanym punkcie xo
oraz przy zadanym przyroscie h.

Przyktad 1

Wyznaczymy iloraz roznicowy funkcji okreslonejwzorem f(z) = —3z + 2 w punkcie
xo = 21 przy przyroscie h = 4.

Rozwigzanie:

. 73($0+h)+27(*3$0+2) . —3%0—3h+2+33}0—2 . —3h _
U(h’) - h - h — Th — —3
Wazne!

Jezeli funkcja f jest funkcjg liniowg okreslong wzorem f(x) = ax + b, to iloraz roznicowy
funkcji f w punkcie xg i przy przyroscie h jest rowny a.

Przyktad 2

Wyznaczymy iloraz roznicowy funkcji okreslonejwzorem f(z) = x? dla zy = 3
i przy przyro$cie argumentu h = —2.



javascript:void(0);

Rozwiazanie:

Po podstawieniu do wzoru na iloraz roznicowy funkcji otrzymujemy:

U(h) = Lot — atapedion! _ 2a0h _ g gy 4 p,
Dla xy = 3, przy przyroScie argumentu h = —2, otrzymujemy:

2:34+(-2)=6—-2=4.
Przyktad 3

Wyznaczymy iloraz roznicowy funkcji okreslonejwzorem f(z) = x3 dla zy = 1, przy
przyro$cie argumentu h = —3.

Rozwigzanie:

Po podstawieniu do wzoru na iloraz roznicowy funkcji otrzymujemy:

U(h) = Crl ot et hida R oa _ 3007 4 300h 4 12,
Dla xy = 1, przy przyroScie argumentu h = —3 otrzymujemy:

3-12+3-1-(-3)+(-3)*=3-9+9=3.
Przyktad 4

Wyznaczymy iloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(z) = % dlazy = 3, przy
przyro$cie argumentu h = 4.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze w przypadku funkcji wymiernej mozliwe jest obliczenie ilorazu
roznicowego, gdy h # —x.

Po podstawieniu do wzoru na iloraz réznicowy funkciji otrzymujemy:

4 4 41:074~(20+h)

U(h) = 2770 — ol

dzg—dzg—4h
(@oth)zg —4
h (zo+h)xp *

Dla xy = 3, przy przyroScie argumentu h = 4, otrzymujemy:

—4 —4

(3+4)-3 — 21

21

Wz6ér na obliczanie ilorazu réznicowego funkcji mozemy wykorzysta¢ do znajdowania
warto$ci parametrow, ktére wystepuja we wzorze funkcji.



Przyktad 5

Dana jest funkcja okreslona wzorem f(z) = az® — 2. Wiadomo, ze iloraz réznicowy tej
funkciji dla ¢ = 2, przy przyroscie argumentu h = 1, wynosi 4.

Wyznaczymy wartos¢ parametru a.
Rozwigzanie:

Po podstawieniu do wzoru na iloraz réoznicowy funkcji mamy:

a-(zo+h)*—2— (amo®—2)

a- (2o +3-292 h+3-2g-h2+h%) —2—az3+2
= T —
_az®+3azg®h+3azgh’tah®—2—az®+2
= 5 =
2 2, 13
— 3az h+3,'ifm°h tah — 3q202 + 3azeh + ah?.

Poniewaz iloraz roznicowy tej funkcji dla g = 2, przy przyroscie argumentu h =1
wynosi 4, to w celu wyznaczenia warto$ci a rozwigzujemy rownanie:

3-a-224+3-a-2-14+a-1%2=4,

12a + 6a + a = 4,

19a = 4, zatema = 14—9.

Stownik
iloraz ré6znicowy funkcji

stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu funkcji, okreslony za
pomoca wzoru:

f(zo+h)—f(zo)
h




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DDF4PI9r9

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejiloraz roznicowego funkciji liniowe;.

Polecenie 2

Woyznacz ilorazy réznicowe funkcji okreslonych ponizszymi wzorami, jezeli zy € R oraz h # 0.

a) f(z) = —z + 2,

b) f(z) = 22% — .


https://zpe.gov.pl/a/DDF4PI9r9

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
lloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(x) = 3z — 2, dlazg € R oraz h # 0, jest
rowny:

O 2
O 1

O 3

Cwiczenie 2 @)
Potacz w pary wzor funkcji z odpowiadajaca jej wartoscia ilorazu réoznicowego w punkcie

flz) =a"—1 4
flz) = 4z — 1 5
fl@) =+ 19
f(z) = a* ~%
Cwiczenie 3 ¢

Wiadomo, ze zy € R oraz h # 0. Zaznacz zdania, ktére sg prawdziwe.

V3

x

—/3h

jest réwny CEDETE

lloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(z) =

lloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(z) = V2 + 2 jest rowny V2h.

lloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(z) = v/ — 2 jest réwny WO*Z—\/?O_

O o o O

lloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(z) = 2 +1 jest réwny 2z, + h2.



Cwiczenie 4
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(z) = x> — 3. Wpisz wartosci ilorazu réoznicowego tej

funkcji dla:

2o = —3ih= 2:\ ]
2o=—1ih= 3:\ ]
zo=1ih= 4;\ ]
Cwiczenie 5

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Dana jest funkcja okreslona wzorem f(a:) — z*. Warto$¢ ilorazu roznicowego tej funkgji:

~dlazg=2ih=+ wyn05|

-dlazg=—-2ih=-2 wynosii

-dlaa:gz—lih:3wynosi§

’%T’ —120

Cwiczenie 6

Zaznacz zdanie, ktére jest prawdziwe.

Jezeli funkcja jest okreslona wzorem f(z) = ax® + 1, gdzie a € R, to wartoséé¢
ilorazu réznicowego nie zalezy od wartosci parametru a.

O

Jezeli funkcja jest okreslona wzorem f(z) = to wartos¢ ilorazu réznicowego

N

O v
dla zy € Roraz h = 1 wynosi

Jezeli funkcja jest okreslona wzorem f(x) = x + b, gdzie b € R, to warto$¢ ilorazu
réznicowego nie zalezy od wartosci parametru b.

O
Cwiczenie 7 @

Wyznacz iloraz réznicowy funkcji okreslonej wzorem f(x) = 22> — 1dlazy = —1ih = 3.



Cwiczenie 8 @

Wyznacz wartos¢ parametru a, jezeli wiadomo, ze iloraz réoznicowy funkcji okres$lonej wzorem
f(z) = ax?® + 3 dlazy = —2 oraz h = 2, jest réwny 4.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak obliczy¢ iloraz réznicowy korzystajac ze wzoru funkc;ji?

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

Xll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.

Zakres rozszerzony 3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczna
i fizyczng pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

« oblicza iloraz roznicowy funkcji okreslonych za pomoca réznych wzorow.

e wyznacza, ile wynoszg ilorazy roznicowe funkcji, gdy funkcja jest liniowa, kwadratowa,
wymierna itp,

» znajduje wartosci parametrow, wystepujace we wzorach funkciji, gdy dana jest wartos¢
ilorazu roznicowego funkcii,

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



praca z ekspertem;

liga zadaniowa;

metoda krokodyla;

burza mozgow.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: ,,Jak obliczy¢ iloraz roéznicowy korzystajac ze wzoru
funkcji?” oraz cele, wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Film samouczek” Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,

w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

4. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 3-5 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”
metoda krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu
rzeki” i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.



Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
e Argumenty i wartosci funkcii.
Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekciji ,Film samouczek” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy przed lekcja
w ten sposob, aby samodzielnie rozwigza¢ zadania dotyczgce obliczania ilorazu
roznicowego funkciji, gdy dany jest jej wzor.


https://epodreczniki.pl/a/argumenty-i-wartosci-funkcji/DpDcgBpQt

