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y = az’® + bx

Uktady réwnan typu
y=cxr+d

Zrédto: dostepny w internecie: Wi Pa z Pixabay, domena publiczna.

Uktad rownan to koniunkcja co najmniej dwoch rownan. Uklady rownan drugiego stopnia
to takie, w ktorych przynajmniejjedno z rownan jest drugiego stopnia. W tym materiale

2
y=ax” + bx

zajmiemy si¢ ukladami rownan postaci {
y=cx+d

Twoje cele

» Utrwalisz metody rozwiazywania rownan kwadratowych.

» Utrwalisz zasady okreslania liczby rozwigzan rownania kwadratowego.

e Rozwiagzesz uklad rownan z dwiema niewiadomymi, w ktorym jedno z réwnan jest
postaci y = az? + bz, a drugie postaci y = czx + d.



https://pixabay.com/pl/users/wpaczocha-2056006/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1716537
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1716537

Przeczytaj

Przypomnijmy definicje i twierdzenia, z ktorych bedziemy korzysta¢ podczas
rozwiazywania uktadow rownan postaci {z i Zj:—l—dbaz-

Definicja: Uktad réwnan

Uktadem rownan nazywamy koniunkcje co najmniej dwoch réownan.

Aby rozwiagza¢ uklad rownan nalezy znalez¢ wszystkie uktady liczb speiniajgce
jednoczes$nie wszystkie rownania sktadowe danego uktadu rownan.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy pare liczb
spetniajgcych jednocze$nie kazde rownanie danego uktadu rownan.

Definicja: Rdwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma
Rownaniem kwadratowym z jedng niewiadomg x, nazywamy rownanie postaci
az® +bx +c=0,

gdzie:
a, bicsa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0.

Definicja: Wyroznik tréjmianu kwadratowego (,delta”)
Wyroéznikiem tréjmianu kwadratowego az? + bz + ¢ nazywamy wyrazenie postaci

A = b? — 4ac.

W zaleznosci od wartosci wyrdznika trojmianu kwadratowego, rownanie kwadratowe
moze mie¢ dwa lub jeden pierwiastek. Moze tez nie posiada¢ rozwigzania.

Twierdzenie: Liczba rozwigzan rownania kwadratowego
Rownanie kwadratowe postaci az? + bz 4+ ¢ = 0, a # 0:
 nie posiada rozwigzania, jesli A < 0;
» posiadajedno rozwigzanie xy = 5—;’, jesli A = 0;

e posiada dwarozwigzania z; = _bng oraz xo = _b‘;a*/A ,jesli A > 0.
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Rozwigzemy teraz kilka uktadéw rownan postaci {y ar+ v
y=cxr+d
Przyktad 1

y=x?+ 3z

Rozwigzemy uktad rownan :
y=295x+3

Podstawiamy wyrazenie wyznaczone w rownaniu liniowym, do rownania kwadratowego
w miejsce niewiadome;j y.

52+ 3 =2%+ 3z
y=05x+3

Porzadkujemy otrzymane rownanie kwadratowe.
’—2z—-3=0

Nastepnie rozwigzujemy je - korzystamy ze wzoru na wyroznik trojmianu kwadratowego
réwnania az? + bz + ¢ = 0 oraz wzoréw na pierwiastki tego réwnania.

A = b® — 4dac

A=22—-4.1-(-3)

A=16>0

VA =4
mlz%;/zhfbxg:#
wlz%z—llubmzz%ﬂz3

Podstawiamy otrzymane wartosci niewiadomej x do rownania liniowego i obliczmy
niewiadomg y.

r=-—1 zT=3
lub
y=05x+3 y=25x+3
pu— —1 pum—
x b 1 3
y=—2 y =18
. . , , . . z=-1 r=3
A zatem rozwigzaniem tego ukiadu rownan sa dwie pary liczb y— —2 oraz y— 18

Przyktad 2



javascript:void(0);

10z + 3y = 2(2z% +
Rozwigzemy uklad rownan { Y ( y)
20 —y =29

Doprowadzamy rownania wystepujace w ukladzie do najprostszej postaci i wyznaczamy
w réwnaniach niewiadomg y.

{10:c + 3y = 4z + 2y

—y=9-2z
y = 4z — 10z
y=2zx—9

Wyznaczong w rownaniu liniowym wartosc¢ y, podstawiamy do rownania kwadratowego.

2x — 9 = 42> — 10z
y=2zr—9

W pierwszym rownaniu otrzymaliSmy rownanie kwadratowe - porzadkujemy je.
42 — 10z — 22+ 9 =0
42 — 12z +9 =0

Uzyskane po lewej stronie rOwnania wyrazenie mozemy, korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia, zapisa¢ w postaci

(2¢—3)>=0
A zatem

20 -3 =0
o=

Podstawiamy otrzymang warto$¢ niewiadomej z do rownania liniowego i obliczmy
niewiadomg y.

r=3
y=2xr—9
r=3
y=—6

3
T =3
Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest jedna para liczb { 2

=—6

Przyktad 3



—\/5(1—\/5:22)+2\/§a:=y—\/§
y=3z— V2 |

Doprowadzamy pierwsze rownanie wystepujace w uktadzie do najprostszej postaci.

{\/§+2m2—|—2\/§x—y\/§
y =3z — 2

222 4+ 23z =y
y =3z — V2

Wyznaczonga w réwnaniu liniowym warto$¢ y, podstawiamy do rownania kwadratowego,

Rozwigzemy uktad rownan

ktore nastepnie porzadkujemy.

{2m2+2\/§x:\/§m\/§
y =13z -2

{2x2+\/§x+\/§—0
y =3z — /2

Obliczamy wartos¢ wyroznika trojmianu kwadratowego otrzymanego rownania
kwadratowego.

A=+v3 —4.2.4/2=3-8V/2<0

A < 0,awiec rownanie kwadratowe 222 + v/3z + v/2 = 0 nie posiada rozwigzania.

{—\/5(1— \/§x2> +2¢V3z =y — 2

Zatem uktad rownan 3 jest sprzeczny.
y =3z -2

y=az®+ bz
y=cr+d
liczba rozwigzan réwnania kwadratowego az?® + bz = cz + d.

Widzimy zatem, ze liczba rozwigzan uktadu rownan { jest taka sama, jak

Przyktad 4

y=a>+7

nie posiada
2y=95—mz

Okreslimy, dla jakiego parametru m € R, ukiad réwnan {

rozwiagzan.

W rownaniu liniowym wyznaczamy zmienng y, a nastepnie podstawiamy jg do drugiego
rownania.



javascript:void(0);
javascript:void(0);

OtrzymalisSmy rownanie kwadratowe z niewiadomg x i parametrem m.

% — 5T = 2+ 7

Porzadkujemy je i obliczamy warto$¢ wyroznika trojmianu kwadratowego.

% + 5L — % +7=0

o+ 2o+ % =0

A= (%) -41-3

A= _18

Réwnanie kwadratowe nie posiada rozwigzan wtedy i tylko wtedy, gdy A < 0.
Szukamy wiec takich warto$ci parametru m, dla ktorych ten warunek jest spetniony.
Rozwigzemy nieré6wno$¢ kwadratowa.

A<0«s mT2 —18<0

m2—72<0

(m - 6v2) (m+6v2) <0



m € (—6\/5, 6\/5)

y=x>+7

A zatemdlam € (—6\/5, 6/ 5) uktad rownan { nie posiada rozwigzan.

2y=95—mzx
Przyktad 5

y=—20z%+ (4t + 1)z

L5 z niewiadomg z,
y==2z

Okreslimy liczbe rozwigzan uktadu rownan {

w zalezno$ci od warto$ci parametru ¢.

Z rownania liniowego wyznaczamy zmienng y i podstawiamy otrzymane wyrazenie do
pierwszego réwnania.

{:c—i—5:—20:c2—|-(4t+1)w
y=+5

Otrzymujemy rownanie kwadratowe z niewiadoma z i parametrem ¢. Porzadkujemy je
i obliczamy warto$¢ wyroznika tréjmianu kwadratowego.

r+5=—-2022+ (4t + 1)z
—20z2 +4tx +1z —x2—5=0
—20z2 + 4tz —5=10

A =16t2 —4-(-20) - (—5)

A = 162 — 400



y = —20x> + (4t + 1)z

15 jest taka sama, jak liczba
y==zx

Liczba rozwigzan uktadu réwnan {
pierwiastkOw rownania
—20z* + 4tz — 5 = 0.

Zgodnie z przypomnianym na poczatku materiatu twierdzeniem, liczba pierwiastkow
rownania kwadratowego jest zalezna od wartosci wyroznika kwadratowego (delty).

A = 16> — 400 = 0

Wyznaczamy pierwiastki tego rownania (sprawdz).

t1 = —9
ta=5
=
-5 5 t
Mamy wiec:

« jeden pierwiastek & A =0<t € {-5, 5};
o dwapierwiastki< A >0<t € (—o0, —5)U (5, 0o);
e brak pierwiastkow < A < 0 <t € (=5, 5).

A zatem:

e dlat € (—oo, —5)U (5, 00) rozwigzaniem uktadu rownan
{y = —20z% + (4t + 1)z

L5 sa dwie pary liczb;
y==z



y = —20x> + (4t + 1)z

L5 jest jedna
y==z

o dlat € {—5, 5} rozwigzaniem ukladu réownan {

para liczb;

y = —202> + (4t + 1)z

L5 nie posiada rozwigzan.
y=2

« dlat € (-5, 5) uklad réownan {

Stownik
uktad réwnan
koniunkcja co najmniej dwoch rownan
réwnanie kwadratowe z jedna niewiadoma
rownanie z niewiadoma x postaci
ax? +bxr+c=0,

gdzie:
a, bicsa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0

metoda podstawiania

metoda polegajaca na wyznaczeniu dowolnej niewiadomej z dowolnego rownania
i podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rOwnan w miejsce wyznaczone;j
niewiadome;j




Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj schemat interaktywny przedstawiajgcy metode rozwigzywania uktadéw réwnan
y = az’ + bz . . _ ., .

typu d Nastepnie rozwigz samodzielnie uktady réwnan podane w Poleceniu 2.
Yy=cx

Uwaga - w przypadku rozwiazan, nie bedacych liczbami catkowitymi, program wyznacza
pierwiastki z doktadnoscia do dwdéch miejsc po przecinku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIA8TnYfA


https://zpe.gov.pl/a/D1A8TnYfA

Polecenie 2

Korzystajac ze schematu z Polecenia 1, rozwiaz uktady réwnan:

a){y=—2w2+w
y=—2x+7

2 ]
_= —I—

y=2x—2
) y=06x—3
c

y=—3x? -2z
Polecenie 3

Zbuduj algorytm przedstawiajacy metode rozwigzywania uktadéw réwnan typu
y = ax?® + bz
y=cr+d



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1

y=2z>+zx

Wskaz wszystkie pary liczb, ktére sg rozwigzaniem uktadu réwnan { 4 B
Yy=4axr —




Cwiczenie 2

. , . . My — T2 =22
Zaznacz wszystkie uktady réwnan rownowazne danemu uktadowi 19 4
xT—y=



Cwiczenie 3

y=z? — 15z

Utéz we wtasciwej kolejnosci rozwigzanie uktadu réwnan .
y=—xc+15

22— 14z —15=0

A = 256

VA =16
—z 415 =22 — 152
y=—x+15

T = 14;16 =1V = 14—516 =15

114

O

114

112

114

114

O



Cwiczenie 4

2 {’7

NN

Przeciagnij do tabeli uktady réwnan rownowazne danym uktadom réwnan.

(3z—2)° —y=3z+4 2’ + 3z =2(5y — ),

(z—4)° —2(y+3) =22 +3(y—z)
(y—0,5)° — (y—2)(y+z) =42 + Tz +0,25

(z—y)(z+y) +yy+1) =(x+2)° - 512

Tt 3(z—2)=1—y

3(x—2)=1—y

Uktad réwnan Rownowazny uktad réwnan
2
a7{” (3$_2) —y:333+4 9999
(x—4)" —2(y+3) +p>+3(y — )
2 1
”{”x + 3w = 2(7y - 217

2
9 [ (y_0’5) —(y—ZU

(z —y)(z+y) +y(y

_|_

(y+x) =42> + 72+ 0,25

1) = (z+2)° —5(1 —z)

’



Cwiczenie 5

Uporzadkuj uktady réwnan zgodnie z liczbg ich rozwigzan. Przeciagnij do odpowiedniej grupy.

Brak rozwigzan:

1 rozwigzanie:

2 rozwiazania:




Cwiczenie 6

mz? 43z —y=0

Dany jest uktad rownan ”{” "7 m # 0.

2c+m—-1=y
Uzupetnij zdania.

dany uktad réwnan ma doktadnie dwa rozwigzania., dany uktad réwnan ma doktadnie jedno
rozwigzanie., dany uktad réwnan jest sprzeczny.

Poczatek zdania dalsza czes$c¢ zdania

dany uktad rownan ma
doktadnie dwa
rozwigzania.

dany uktad réwnan ma
doktadnie jedno
rozwigzanie.

dany uktad réwnan jest
sprzeczny.

Cwiczenie 7 @

y=3z> — 15z

Rozwiaz uktad réwnan .
y+124+2x =0

Cwiczenie 8 @

2
= —x me
Przeprowadz dyskusje liczby rozwigzan uktadu rownan Y + ze wzgledu na
y=2x+5—m

parametr m, m € R.



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

y = ax’ + bx
y=cx+d

Temat: Uklady rownan typu {
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

4) rozwigzuje rOwnania i nieréwnosci kwadratowe.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5) analizuje rownania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od
parametrow, podaje warunki, przy ktorych rozwigzania maja zgdang wlasnos¢ i wyznacza
rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

3) rozwigzuje metodq podstawiania uklady rownan, z ktorych jedno jest liniowe, a drugie
ax +by=ce 1b{ax—|—by:e
u

kwadrat taci '
wa raowe,posaCI{$2+y2+0x+dy:f y:ca:2+dm+f

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca uklad rownan tak, aby otrzymac¢ uktad rownowazny

e rozwiazuje rownania kwadratowe z jedna niewiadomg

o okresla liczbe rozwigzan rownania kwadratowego

e rozwiazuje uklady réwnan liniowo - kwadratowych z dwiema niewidomymi metodg
podstawiania

e tworzy i wykorzystuje algorytmy rozwigzywania uktadow réwnan

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analiza przypadku
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem schematu interaktywnego

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetno$ci zwigzane
z rozwigzywaniem rownan kwadratowych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach metodg analizy przypadku. Analizujg przyktady zawarte
w sekcji ,Przeczytaj’ i schemacie interaktywnym.
2. Nauczyciel kontroluje prace grup, wyjasnia watpliwosci.



3. Uczniowie wspolnie z nauczycielem omawiajg schemat interaktywny i konsultujg
wykonanie umieszczonego pod nim polecenia.
4. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Przedstawiciele grup krotko omawiajg trudnosci, na jakie natkneli si¢ podczas
rozwiazywania zadan.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdazyli wykona¢ na lekcji.
Materialy pomocnicze:

e RoOwnanie kwadratowe
» Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

Wskazowki metodyczne:

Schemat interaktywny moze by¢ wykorzystany przez uczniow do utrwalenia wiadomosci
z lekcji i na zajeciach z geometrii analitycznej (do wyznaczania wspotrzednych punktow
przecigcia parabolii proste;j).
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