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y=az’+bzr+c
y=dx +e



y = az® + bx +c

y=dzr+e

Uktad réwnan to koniunkcja co najmniej dwoch roéwnan. Rozwigzanie uktadu rownan

z dwiema niewiadomymi polega na znalezieniu wszystkich par liczb spetniajacych taki
ukiad lub wykazaniu, ze takie pary nie istniejg. Bedziemy rozwazac takie uktady rownan,
w ktorych jedno z rownan jest drugiego stopnia, a drugie pierwszego stopnia. Najczesciej
takie uktady rozwigzujemy wykorzystujac metode¢ podstawiania.

y=ax’+bx+c

W tym materiale zajmiemy si¢ uktadami réwnan postaci {
y=dx+e

Twoje cele

o Utrwalisz metody rozwiazywania rownan kwadratowych.

o Utrwalisz zasady okreslania liczby rozwigzan rownania kwadratowego.

e Rozwiazesz uklad rownan z dwiema niewiadomymi, w ktorym jedno z réwnan jest
postaci y = az? + bz + ¢, a drugie postaci y = dz + e.




Przeczytaj

Przypomnijmy definicje i twierdzenia, z ktorych bedziemy korzysta¢ podczas
. . . , fy=ax?+bx+c
rozwiazywania ukltadow rownan postaci .
y=dx +e
Definicja: Uktad réwnan

Uktadem rownan nazywamy koniunkcje co najmniej dwoch réownan.

Aby rozwiagza¢ uklad rownan nalezy znalez¢ wszystkie uktady liczb speiniajgce
jednoczes$nie wszystkie rownania sktadowe danego uktadu rownan.

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan

Rozwigzaniem uktadu réwnan nazywamy kazdga pare liczb spetniajacych jednoczes$nie
kazde rownanie danego uktadu rownan.

Definicja: Rdwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma
Rownaniem kwadratowym z jedng niewiadomg x, nazywamy rownanie postaci

ar’ +bxr+c=0,

gdzie:
a, bicsa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0.

Definicja: Wyroznik tréjmianu kwadratowego (,delta”)

Wyroéznikiem tréjmianu kwadratowego az? + bz + ¢ nazywamy wyrazenie postaci

A = b — 4ac.

W zaleznosci od wartosci trojmianu kwadratowego, rownanie kwadratowe moze mie¢ dwa
lub jeden pierwiastek. Moze tez nie posiada¢ rozwigzania.

Twierdzenie: Liczba rozwigzan rownania kwadratowego
Rownanie kwadratowe postaci az? + bz + ¢ = 0, a # 0:
 nie posiada rozwigzania, jesli A < 0;

» posiadajedno rozwigzanie xy = 5—;’, jesli A = 0;

e posiada dwarozwigzania z; = _bng oraz xo = _b‘;a*/A ,jesli A > 0.


javascript:void(0);

Definicja: Uktady réwnan drugiego stopnia

Uktadem réwnan drugiego stopnia, nazywamy takie uktady, w ktorych jedno réwnanie
jest drugiego stopnia, a stopien drugiego nie jest wiekszy niz dwa.

y=ax’+bx +c

Rozwigzemy teraz kilka uktadow réwnan postaci {
y=dx +e
Przyktad 1

y=>5x®—3z—8

Rozwigzemy uktad rownan
y=2-—8z

Podstawiamy wyrazenie wyznaczone w rownaniu liniowym, do rownania kwadratowego
w miejsce niewiadome;j y.

2 —8x=5x>2—3x—8
y=2-8z

Porzadkujemy otrzymane rownanie kwadratowe.
5z + 5z —10=10|: 5
?+r—2=0

Nastepnie rozwigzujemy je, obliczajac na wyroznik trojmianu kwadratowego rownania
ax? + bx + ¢ = 0 oraz jego pierwiastki.

A = b — dac

A=1>—-4-1-(-2)

A=9>0

VA =3

T = *bga‘/z lub x5 = #{L\/K
;=53 = 2lubzy = 32 =1

Podstawiamy otrzymane warto$ci niewiadomej z do rownania liniowego i obliczmy
niewiadomg y.



javascript:void(0);

. . , , , , T = —2 x=1
A zatem rozwiazaniem tego uktadu réwnan sg dwie pary liczb y oraz .

Przyktad 2

—2(2—2\/§)a¢—|—y: 10 + 22

Rozwigzemy uktad rownan {
dr —y= -2

Doprowadzamy rownania wystepujace w ukladzie do najprostszej postaci i wyznaczamy
w réwnaniach niewiadomg y.

{y=w2+2(22\/§)w—|—10

—y=—4x —2|:(-1)

{yw2+2<2—2\/§>w—|—10
y=4x + 2

Wyznaczong w rownaniu liniowym warto$c¢ y, podstawiamy do rownania kwadratowego.

{4x+2x2+2(22\/§)x+10
y=4x + 2

W pierwszym rownaniu otrzymali$my réwnanie kwadratowe - porzadkujemy je.
22 +2(2-2v2)z — 4z —2+10=0

2?44z —4V2zx — 42 —24+10=0

2 —4v22+8=0

Rozwigzujemy otrzymane rownanie.

A = b — dac

A:(4\/§)2—4-1-8

A =32-32

A=0

A wtedy

ro = 32
42


javascript:void(0);

330:2\/5

Podstawiamy otrzymang warto$¢ niewiadomej z do rownania liniowego i obliczmy
niewiadomg y.

{a::2\/§

y=4x + 2

T =22
y=4-2v2+2

= 24/2

Rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest jedna para liczb _.
y=2+8v2
Przyktad 3

Az —2°) —15=10—y

Rozwigzemy uktad rownan {
152 —y=5

Doprowadzamy rownania wystepujace w ukladzie do najprostszej postaci i wyznaczamy
w rownaniach niewiadomg y.

e — 42> —15=10—y
15z —y=25

y=4z? — 4z + 15+ 10
—y=>5— 15z

y = 4z? — 4z + 25
y=15x —5

Wyznaczong w réwnaniu liniowym warto$¢ y, podstawiamy do rownania kwadratowego,
ktore nastepnie porzadkujemy.

152 — 5 = 42> — 4z + 25
y=15x — 5

42 —4x — 152 +5+25 =0
y=15x — 5

422 — 192+ 30 =0
y=15x — 5

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.

Obliczamy wartos¢ wyroznika trojmianu kwadratowego.
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A=192-4-4-30=-119<0

A < 0,awiec rownanie kwadratowe 4z? — 19z + 30 = 0 nie posiada rozwigzania.

jest sprzeczny.

. [4(z—2?) -15=10—y
Zatem uklad réwnan
15z —y=5

y=ax’+bx+c
y=dx+e
otrzymanego z poréwnania prawych stron rownan sktadowych tego uktadu, rownania

Liczba rozwigzan uktadu réwnan { jest taka sama, jak liczba rozwigzan

kwadratowego.
Przyktad 4

3z’ =y—2
Okres$limy liczbe rozwigzan uktadu rownan rhThm=y-am z niewiadomg z,
y—mz =5dm+ 2

w zaleznosci od warto$ci parametru m.
W réwnaniach wyznaczamy zmienng y.

y=3z>+z+m+2m
y=mz + dm + 2

y=3z2+x+3m
Yy =mx -+ dm + 2

Podstawiamy do rownania kwadratowego wyrazenie, otrzymane w rownaniu liniowym.

mx+5m+2=3x>2+2x+3m
Yy =mx + dm + 2

322 +z—mzr+3m—5m—2=0
y=mz + d5m + 2

322+ (1—m)z —2(m+1) =0
y=mzx + dm + 2

Otrzymujemy rownanie kwadratowe z niewiadomg « i parametrem m.
3224+ (1—m)z —2(m+1) =0

Wyznaczamy warto$¢ wyroznika trojmianu kwadratowego.
A=(1-m)—4-3-(=2(m+1))

A=m?—-2m+1+24m + 24

A=m2+22m+ 25




Zgodnie z przypomnianym na poczatku materiatu twierdzeniem, liczba pierwiastkow
rownania kwadratowego jest zalezna od wartosci wyr6znika kwadratowego (delty).

Sprawdzimy zatem, dla jakich wartoSci parametru m, delta przyjmuje wartosci dodatnie,
a dla jakich ujemne.

A, =222-4.1-25
A,, = 384
VA, =86

my = =286 — 11— 4./6

me = —22-58\/6 — _11 _{_4\/6

=

11— 46 —11+4V6 m

Mamy wiec:
« jeden pierwiastek & A = 0 & m € {—11 46, — 11+ 4\/6};
o dwa pierwiastki< A > 04 m € (—oo, —11 — 4\/5) U (—11 + 4\/6, oo);

o brak pierwiastkow < A <0< m € (—11 — 46, — 11+ 4\/6)

32 =y—2
Liczba rozwigzan uktadu réwnan rhEtm=y-am jest taka sama, jak liczba
Yy—mzx =5m + 2

pierwiastkOw rownania

322 +(1—m)z —2(m+1) =0



A zatem:

e dlam € (—oo, — 11 — 4\/6) U (—11 + 46, oo) rozwigzaniem uktadu rownan
{3a:2+m—|—m:y—2m

Y ma = 5m 4 2 sa dwie pary liczb;

e dlam e {—11 — 46, —11+ 4\/5} rozwigzaniem ukladu rownan

{3x2+m—|—m:y—2

jest jedna para liczb;
y—mz =5m+ 2

2 D— —
.dm7ne(—11—4¢a —11+4v%)ummh@wmm{3x'*m+"“_y 2Mm e
y—mz =5m+ 2

posiada rozwigzan.

Przyktad 5

Okresélimy, dla jakiego parametru m € R\ {—1}, rozwigzaniem ukladu réwnan
{y:mz(l—l—m)—i—mw—l

sa dwie pary liczb.
y = —m(l + ) q pary

Wyznaczone w rownaniu liniowym wyrazenie podstawiamy do réwnania kwadratowego
w miejsce niewiadomej y.

{y:af:2(1—|—m)—|—mm—1
y=-m(l+z)

{—m(1+:c) =2*(1+m)+mz—1
y=-m(l+x)

y=2*(14+m)+mz—1
y=-m(l+z)

liczb, wtedy, gdy réownanie —m(1 + z) = (1 +m) + mz — 1 bedzie miato dwa rézne
pierwiastki.

Rozwigzaniem ukladu réwnan { beda doktadnie dwie pary

Porzadkujemy je i obliczamy wartoS¢ wyroznika trojmianu kwadratowego.
—m(1+z) =2%(1 +m) +mz — 1

—m —mz = z? + mz® +mz — 1

(1+m)z +mz+mz+m—1=0

(1+m)z? +2mz+ (m—1) =0

A=(2m)’—4-(m+1)(m—1)

A=4m? —4m? + 4



A=14

A zatem réwnanie kwadratowe (1 + m)z? + 2maz + (m — 1) = 0 posiada dwa rézne
rozwigzania dla kazdegom € R\ {—1}.

Stad wynika, ze dla kazdegom € R\ {—1} rozwigzaniem uktadu rownan
{y:w2(1+m)+mm—1

sa dwie pary liczb.
y = —m(l + ) d pary

Wyznaczymy te rozwigzania.

—9m—2 —2(m+1) _ ~1lubxzy = —om+2 _ —2(m—1)  1-m

L1 = 3m+1) — 20m+1) 2(m+1) — 2(m+t1l)  mtl

Podstawiamy otrzymane wartosci z do uktadu rownan i wyznaczamy niewiadoma y.

_ _ —i(m-1)
{m =-1 b % = " mil
y =-m(l+x) y=-m(l+z)

{w:_Hw o= =
— _m(2_0)
y=20 y= 20

y=z*(14+m)+mz—1

osiada
y=-m(l+ ) b

A zatem dla dowolnegom € R \ {—1} uklad réwnan {

1-m
dwa rozwigzania postaci {a: lub { m2+1 :
y=0 = =2

Y= m+1

Stownik
uktad réwnan
koniunkcja co najmniej dwoch réwnan
réwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma
réwnanie z niewiadoma x postaci
ar® +bx +c=0,

gdzie:
a, bicsa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a # 0

metoda podstawiania

metoda polegajaca na wyznaczeniu dowolnej niewiadomej z dowolnego réwnania
i podstawieniu tak uzyskanego wyrazenia do drugiego z rbwnan w miejsce wyznaczonej




niewiadome;j
wyroznik tréjmianu kwadratowego

A = b? — dac



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj schemat interaktywny, przedstawiajgcy metode rozwigzywania uktadéw réwnan
2
=az“+bxr+c . . . . . .
typu y . Nastepnie rozwigz samodzielnie uktady rownan podane
y=dx+e
w Poleceniu 2.

Uwaga - schemat podaje rozwigzania z doktadnoscia do dwdch miejsc po przecinku.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D5xCldgPv


https://zpe.gov.pl/a/D5xC1dgPv

Polecenie 2

Korzystajac ze schematu z Polecenia 1, rozwiaz uktady réwnan.

) y=—10z2 + 272 + 7
y=—10z + 14

b) y=16x? — 20z + 5
y = 20z — 20

o y=—1222+7x -5
y=—21z + 27

Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm przedstawiajacy metode rozwigzywania uktadéw
y=ax’+bx+c

rownan typu
{y =dzr+e



Sprawdz sie

Cwiczenie 1

komorkach tabeli.

Cwiczenie 2

2| pofeo

T
para liczb
y g

O 9
O -15

O 15

Uktad réownan

{m+y:x2—|—2

y=3r—8
r=y+2x> -3
x—y=4
922 —y = 10z — 2
Yy =2 —2

y— x> =32z
T—y=2

Pokaz ¢éwiczenia: O @

O

Woyznacz liczbe rozwigzan ponizszych uktadéw réwnan. Wpisz odpowiednie liczby w pustych

Liczba rozwiazan uktadu réwnan

Uzupetnij wspotczynnik a tak, aby rozwigzaniem uktadu réwnan {

. Zaznacz poprawng odpowiedz.

O

y = 4z% 4 ax + 14

byta
y=295—3 Y



Cwiczenie 3 ¢

Przeciggnij w wyznaczone miejsca liczbe, tak aby ponizsze uktady réwnan byty sprzeczne.

9] (2] [=2][=20]

Cwiczenie 4

Rozwiagz uktady rownan i przyciagnij do uktadu, pary liczb, ktére sg jego rozwigzaniem.

y:3x2+3%x—1_
y=—3%m—|—1 '

y=—3z*+6x+3
y=—2x+7 '




Cwiczenie 5

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Uktad réwnan { yjest sprzeczny.
r—1=y

r+y=—x+1

sg dwie pary liczb, z ktérych
2 —y=—1

O Rozwigzaniem uktadu réwnan {

jedna jest parg liczb ujemnych.

r+y=x>+1

ma doktadnie jedno rozwigzanie.
20 —y=>5

(] Uktad réwnan {

y=4xr — 2 — x?

(] Uktad réwnan { ma dwa rozwigzania.

y=—5c—3

y = 25z% + 14z — 2

4 3 jest para liczb wymiernych.
Y =42z —

(] Rozwiazaniem uktadu réwnan {
Cwiczenie 6
Przeciagnij wtasciwe zbiory w odpowiednie miegjsca.

ma doktadnie dwa rozwigzania dla, ma doktadnie jedno rozwigzanie dla, jest sprzeczny dla

Uktad rownan 59 I,,y — 3"132 + 4z + m,,,,
i y=2z+1

ma doktadnie dwa
rozwigzania dla

ma doktadnie jedno
rozwigzanie dla

jest sprzeczny dla




Cwiczenie 7

{y:3@—2f—15
Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo

y=z—11

Rozwiagz uktady réwnan
{y =222 —5x — 7
oraz i

y=18 -9z

,Fatsz".

Para liczb spetniajgca jednoczesnie oba uktady réwnan to
= -2
y=-9
Nie istnieje para liczb spetniajaca jednoczesnie oba uktady
rownan.
Para liczb spetniajaca jednoczes$nie oba uktady rownan to
r=1
y=—10
Para liczb spetniajgca jednoczes$nie oba uktady réwnan to

r =2
y=-9

Para liczb spetniajgca jednoczesnie oba uktady réwnan to
r=—1
y=18"

Cwiczenie 8
1,..2
y=1—=z T L

Rozwiaz uktad réwnan { .
y=2z—1]—4

Prawda

Fatsz



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

y=ax’+bx+c
y=dx +e

Temat: Uklady rownan typu {
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

4) rozwigzuje rOwnania i nieréwnosci kwadratowe.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5) analizuje rownania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan w zaleznosci od
parametrow, podaje warunki, przy ktorych rozwigzania maja zgdang wlasnos¢ i wyznacza
rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng uktadow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

3) rozwigzuje metodq podstawiania uklady rownan, z ktorych jedno jest liniowe, a drugie
ax +by=ce 1b{ax—|—by:e
u

kwadrat taci '
wa raowe,posaCI{$2+y2+0x+dy:f y:ca:2+dm+f

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca uklad rownan tak, aby otrzymac¢ uktad rownowazny

e rozwiazuje rownania kwadratowe z jedna niewiadomg

o okresla liczbe rozwigzan rownania kwadratowego

e rozwiazuje uklady réwnan liniowo - kwadratowych z dwiema niewidomymi metodg
podstawiania

e tworzy i wykorzystuje algorytmy rozwigzywania uktadow réwnan

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e odwrocona lekcja
o dyskusja
e konkurs zadaniowy

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

e Uczniowie beda pracowa¢ metodq odwroconejklasy. W domu zapoznajg sie
z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’ oraz schematem interaktywnym.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel dzieli klase na grupy zadaniowe.

3. Uczniowie w utworzonych grupach wspolnie analizujg przygotowane w domu
informacje i omawiajg schemat interaktywny.



Faza realizacyjna:

1. Przedstawiciele grup omawiaja poszczeg6lne problemy na forum klasy. Uczniowie
wspolnie wyjasniajg watpliwosci, konsultujac je w razie potrzeby z nauczycielem.

2. Uczniowie pracuja indywidualnie metodg konkursu zadaniowego. Rozwiazujg
¢wiczenia interaktywne. Rozwigzania zadan uczniowie zapisujg w zeszycie,
sprawdzajac w materiale ich poprawnos¢. Osoby, ktore rozwigza zadania bezbtednie,
otrzymujg oceny z aktywnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krétko podsumowuje najwazniejsze informacje
z lekcij.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdgzyli wykonac na lekcji.
Materialy pomocnicze:

» Rownanie kwadratowe
» Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

Wskazowki metodyczne:

Schemat interaktywny moze by¢ wykorzystany przez uczniow do przygotowania
wiadomosci na lekcje oraz utrwalenia nabytych umiejetnosci. Moze by¢ tez wykorzystany
przy rozwigzywaniu zadan tekstowych na uktady rownan liniowo - kwadratowych.
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