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Wartosci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych
wielokrotnosci kata 90°

Zrédto: Kelly Lacy, dostepny w internecie: https:/pexels.com/.

Znamy obiekty takie jak kat prosty, kat potpeiny, kat peiny. Wspolng cecha tych katow jest
fakt, ze ich miara jest catkowitg wielokrotnoscia kata 90°. Umiemy tez wyznacza¢ wartosci
funkcji trygonometrycznych dowolnych katow. W tym temacie przyjrzymy si¢ wartosciom
funkcji trygonometrycznych katow, ktore sg catkowitymi wielokrotnosciami kata 90°.

Twoje cele

» Poznasz wartosci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych wielokrotnosci kata
90°.

o Wykorzystasz znajomos¢ warto$ci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych
wielokrotnosci kata 90° w zadaniach.




Przeczytaj

Zacznijmy od przeanalizowania ponizszej tabeli.
Wartosci funkcji trygonometrycznych dla wybranych wielokrotnosci kata 90°

Wartosci kata o wyrazone Wartosci kata o wyrazone :
. . sin CoS tga
w stopniach w radianach
0° 0 0 1 0
90° x 10 T
Istnigje
180° 7 0 -1 0
nie
270° 3z ~1
70 2 0 istnieje
360° 2m 0 1 0
~90° _z o R
iIstnieje
—180° —T 0 -1 0
—270° —— T
istnigje

Juz pobiezna obserwacja wartoSci funkcji trygonometrycznych opisywanych w tej tabeli
pozwala wywnioskowac istnienie pewnych zaleznosci miedzy nimi, a takze pewne;j
regularno$ci w przyjmowanych warto$ciach. Oczywiscie jest ona efektem okresowosci
kazdej z tych funkcji - warto$ci przyjmowane przez kazdg z tych funkcji powtarzaja sie¢, gdy
zwiekszymy argument o wielokrotno$¢ okresu. Dla sinusa i cosinusa okres ten wynosi 360°,
za$ dla tangensa 180°. Dzieki temu znajgc warto$ci funkcji trygonometrycznych dla
catkowitych wielokrotnos$ci kata 90° z przedziatu (0°, 360°), jestedmy w stanie ustali¢ ich
warto$¢ dla dowolnej catkowitych wielokrotnosci kata 90°.
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Skupmy sie poczatkowo na funkcjach sinusi cosinus. Wartosci przyjmowane przez kazda
z nich dla wymienionych w tabeli kgtéw nalezg do trojelementowego zbioru {—1, 0, 1}.
Przypomnijmy wykresy tych dwoch funkciji.

Yi
2

y =sinx

Wykresy funkcji sinus i cosinus. Dla czytelno$ci przerywanymi liniami narysowano proste
y=1liy=—1.

Funkcja tangens znacznie si¢ rozni od poprzednich dwoéch funkeji trygonometrycznych.
Z tabeli mozemy odczyta¢, ze dla parzystych wielokrotno$ci kata 90° przyjmuje warto$c¢ 0,
za$ dla nieparzystych wielokrotnosci kata 90° nie istnieje. Te same wnioski mozna
wyciagnac z wykresu funkcji tangens.

Wykres funkcji tangens. Dla czytelnoSci przerywana linig zaznaczono prosta y = 0.

Sprobujmy teraz sformulowac zaobserwowane wilasnosci w postaci wzoréw na wartosci
funkcji trygonometrycznych catkowitych wielokrotnosci kata 90°. Dla dowolnejliczby



catkowitej k mamy:
o sinkmw = cos(% + kw) =tgkm = 0;
. sin(% + 2k7r) = cos 2km = 1;
. sin(% + 2km) = cos(2k + 1)m = —1;
. tg(% + kw) - nie istnieje.

Postarajmy si¢ zastosowa¢ owe wzory w zadaniach. Zacznijmy od bezposredniego
wykorzystania uzyskanych wzoréow.

Przyktad 1
Sprobujemy wyznaczy¢ nastepujace wartosci funkcji trygonometrycznych:

e sin540°;
e cos270°;
e tg(—90°).

Rozwigzanie:
Zaczynajac od pierwszego z obliczanych wyrazen:
sin540° = sin(3-180°) =0

W drugim przypadku jesteSmy w stanie wyczyta¢ warto$¢ funkcji z omawianej uprzednio
tabelki.

cos270° = cos% = cos(% +7r) =0

Podobnie jest w ostatnim przypadku, z tg roznicg, ze szukana przez nas wartosc¢

tg(—90°) = tg(% — =) nie istnieje.

Czasami zmuszeni jesteSmy wykorzystywac znajomos¢ wartosci funkcji
trygonometrycznych wielokrotnosci kata prostego.

Przyktad 2
. , s . . sin1350°-sin8730°
Oblicz warto$¢ wyrazenia ~—— 57575
Rozwigzanie:
.. 157 . 97mw . 3T : s
sin1350°-sin8730° __ Sin —--sin =% sin( 5 +6m)-sin(5+487) =1 _1
cos 11340° o cos 63 — cos 637 -1

PrzejdZmy do zadan, ktére wymagaja od nas mniejbezposredniego wykorzystania
poznanych wartosci.



Przyktad 3

Wyznaczymy wszystkie wartosci kata a, dla ktorych spelnione jest rownanie
sina + sin(a+90°) - sina = 0.

Rozwigzanie:
Wylaczajac przed nawias wyrazenie sin o uzyskujemy:
(1+sin(a+90%)) -sinaa=0

Mamy wiec do czynienia z sytuacja, gdzie iloczyn dwoch liczb rzeczywistych jest rowny
zero. Oznacza to, ze co najmniejjeden z czynnikow jest zerem. Tak wigc:

1+sin(ea+90°) =0V sina=0
Pierwsza rowno$¢ z powyzszej alternatywy po przeksztalceniu daje si¢ zapisac jako:
sin(a+90°) = —1

Zauwazmy, ze podstawiajagc x = o + 90 uzyskujemy, ze sinx = —1. Wiemy, ze dla
catkowitych wartosci k zachodzi sin(% + 2k:7r) = —1. Zatem:

z=a+F =3 + 2k skad a = (2k + 1)

Rozwazmy drugg z mozliwosci, tj. sin o = 0. Wiemy, ze sinus dowolnej catkowitej
wielokrotno$ci kata m wynosi 0, tak wiec z drugiej skladowej alternatywy mamy o = £,
gdzie k jest pewng liczbg catkowita.

Ostatecznie, dochodzimy do wniosku ze o € {km : k € Z} (jako ze zbiér rozwigzan
drugiego rownania obejmuje wszystkie rozwigzania z pierwszego).

Przyktad 4

1—cos4x =0

Rozwigzemy rownanie ——
s T

Rozwigzanie:

Zacznijmy od wyznaczenia dziedziny.

Oczywiscie sinz # 0, wiec z # km, gdze k € Z.
Przyréwnujac licznik do zera otrzymujemy rownanie:
1 — cos4z = 0, wiec

dx = 2k, czyliz = %kw, gdze k € Z.



Uwzgledniajgc zalozenia otrzymujemy rozwigzania:

x = %ﬂ, gdze k € Z.

Przyktad 5

Rowzwigzemy rownanie: sin(2a + 5 ) +sin(2a+ 5) =0
Rozwigzanie:

Wylaczajgc sin (2a + %) przed nawias otrzymujemy rownanie:
sin(2a + %) (sin(2a + %) + 1) =0.

Zatemsin(2a + 5 ) = 0lubsin(2a + §) = —1, wiec
20+ 5 = km lub 2o+ § = —5 + 2km.

Mamy zatem:

200 = —5 + km lub 2a = —7 + 2km.

Ostatecznie dostajemy dwie serie rozwigzan:

a=-2+ %7 ub a=—% +knr gdziek € Z

Zauwazmy, ze W powyzszym rozumowaniu wykorzystaliSmy obserwacje niejako odwrotna
do rozumowania stosowanego w poprzednich przykladach. Tym razem z faktu, ze sina = 0
wywnioskowali$my, ze « jest wielokrotnoscia kata 180°. Warto mie¢ na uwadze, Ze nie
jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wartosci tego kata w sposob jednoznaczny bez dodatkowych
informaciji, gdyz funkcje trygonometryczne nie sg roznowartosciowe.

Stownik
funkcja okresowa

funkcje f : R — R nazywamy okresows, jezeli istnieje taka liczba T' > 0 (nazywana
okresem funkciji), ze f(z + T) = f(x) dla wszystkich € R. Funkcje trygonometryczne
sa przyktadami funkcji okresowych

funkcja ré6znowartosciowa

funkcje f : R — R nazwiemy roznowarto$ciowy, gdy dla réoznych argumentoéw przyjmuje
roézne wartosci, tzn. dla dowolnych z, y € R takich, ze  # y zachodzi f(x) # f(y).
Przyktadem funkcji r6znowarto$ciowejjest funkcja identycznosciowa f(z) = =
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Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla wielokrotnosci kata prostego mozemy wyznaczy¢
odwotujac sie do wykresu tych funkcji. Mozemy tez skorzystaé z definicji funkgji
trygonometrycznych dla dowolnego kata, wykorzystujgcych okrag jednostkowy.

Zapoznaj sie z ponizsza prezentacja multimedialng, ktora ilustruje w jaki sposéb mozemy
wyznacza¢ owe wartosci. Nastepnie rozwigz polecenia zwigzane z przedstawianymi

w prezentacji tresciami.

Polecenie 2

Opierajac sie na rozumowaniu z prezentacji, uzupetnij ponizsza tabele, wpisujgc poprawne
liczby.

a —90° —180° —270°

sin o

COS

tg nie istnieje nie istnieje

Polecenie 3

Wykorzystujac uzupetniong tabele z Polecenia 2, oblicz wartosc¢ statej L zadanej wzorem:

L=—- L;::)(sfz,:r)) + 17 cos(—m) - tg(—m) + 3cos(—3—2ﬂ) + %sin(—?’—;)



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Przeciagnij odpowiednie wyrazenia w puste miejsca w tekscie:

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych wielokrotnosci kata prostego sa tatwe

nieparzystych ’ ‘ (—1) ’ ‘ k-180°

‘ 180° + k- 360° ’ ‘ prostego ’ ‘ petnego ’

potpetnego ’ ‘ tangens ’ ‘ cosinus ’ ‘ 270° + k- 360°

‘O"90°—|—k-180° Hsinus’

90° + k- 360"

\k;-360°

Cwiczenie 2 ®

Wskaz wartosc kata o, dla ktérego spetnione jest ponizsze rownanie:
sina + cos(a+90°) +cosa =0

O 6930°
O 6300°
() 4320°

) 15300°




Cwiczenie 3

Wskaz wartos$¢ kata o, dla ktérego spetniony jest ponizszy uktad rownan, jesli wiadomo, ze
{5cos(2a + %) + cos(2a + %) sin4a = 0
tga =0

O =

() zadna z powyzszych
O =z
2
Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie wartosci kata «, dla ktérego spetnione jest ponizsze rownanie:
\/Ecos(a—i-%)
2

2 2

V2sina n —log 519 -sina-cosa =1 —sin” a — cos” a

2

270°

O o o 0O

180°



Cwiczenie 5

Podaj miare kata a, dla ktérego spetnione jest ponizsze rownanie, jesli wiadomo, ze jest on
wielokrotnoscia kata prostego nalezaca do przedziatu (9560°, 9900°).

1—cos? a

. 2 .
osa T (sina + cosa)” —2sina - cosa = 1

Rozwigzanie: ‘

Cwiczenie 6

Potacz w pary te wartosci funkcji, ktére sg sobie rowne:

sin 22770° —1tg16980°
tg495° — cos(—540°)
tg 4860° cos2610°
tg(—4200") tg(—8010°)
Cwiczenie 7 @

Dla jakiej wartosci kata a réwnanie 2 + 18z — 289 sin o = 0 ma dwa rozwiazania, ktére
réznia sie od siebie o co najmniej 35.

o o O O O
Q
[



Cwiczenie 8 @
Wsréd podanych miar katow o wskaz wszystkie te, dla ktérych rownanie

tg(a — %) 22 + sina - 8v/3x + 42 = 0 ma dwa rézne pierwiastki spetniajgce warunki:
Ty Xy = 14+/3 oraz T1 + xy = —8.

990°
—360°
810°

1530°

o o o 0O O

540°



Dla nauczyciela

Autor: Filip Turobos

Przedmiot: Matematyka

Temat: WartoS$ci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych wielokrotnosci kata 90°
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIL. Trygonometria.

Zakres podstawowy. Uczen:
2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulator;

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
3) wykorzystuje okresowosc¢ funkcji trygonometrycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

« okresla wartosci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych wielokrotnosci kata 90°,
» wykorzystuje znajomos¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla catkowitych
wielokrotnosci kata 90° w zadaniach.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
» metoda kota i myszy.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat lekcji oraz cele, wybrany uczen formutuje kryteria
sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg wartos$ci funkcji trygonometrycznych dla kata 90°

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z trescig materiatu w sekcji ,Prezentacja
multimedialna” Nastepnie na forum klasy wspolnie wyjasniaja ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z trescia sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metoda kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekciji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po dwoch nieudanych
probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow
odwracajqg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,Wartosci funkcji trygonometrycznych dla
catkowitych wielokrotnosci kata 90°” i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Wykresy i wlasnosci funkciji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” mozna potraktowac jako zadania
domowe dotyczgce analizy problemu w temacie ,WartosSci funkcji trygonometrycznych
dla catkowitych wielokrotnosci kata 90°".


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

