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Ciagg geometryczny w zadaniach z historii matematyki

Zrédto: Johannes Plenio, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/, domena publiczna.

Matematyka, jak przystato na krolowg nauk, jest dyscypling dos¢ trudng. Wymaga bowiem
umiejetnosci abstrakcyjnego i logicznego myslenia. Dlatego dos¢ tatwo zaimponowac
znajomym, rozwigzujgc z pozoru bardzo trudne zagadki matematyczne. Wiedziaty o tym juz
osiemnastowieczne damy, zabawiajgc matematycznymi historyjkami gosci, ktorzy zjawili si¢
na popotudniowg herbatke.



W altanie
1882 Muzeum Narodowe w Warszawie

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

W tym materiale przedstawimy kilka takich zadan, znanych z historii matematyki,
zwigzanych z ciggiem geometrycznym. By¢ moze i Tobie uda si¢ wykorzysta¢ pozyskane
wiadomosci, zaskakujac przyjaciot znajomoscia fatwych rozwigzan skomplikowanych

problemow.
Twoje cele

» Rozwiagzesz zadania znane z historii matematyki, korzystajac z wlasnoSci ciggu

geometrycznego.
» Rozwiazesz graficznie zadania z ciggiem geometrycznym.
o Dobierzesz odpowiedni model matematyczny do analizy i rozwigzania zadania

z kontekstem realistycznym.




Przeczytaj

Ciag to wydawaloby si¢ pojecie abstrakcyjne, wymyslone tylko po to, aby laik, styszac
rozmowe matematykow, nie wiedziat o co chodzi. A jednak tak nie jest. Wykorzystanie
wiasnosci ciggéw geometrycznych pozwala na rozwigzanie wielu problemow z otaczajycej
nas rzeczywistosci.

A wszystko pono¢ zaczeto sie wtedy, gdy
wladca Indii zapytat wynalazce szachow
jakiego wynagrodzenia sobie zyczy. Wtedy
sprytny wynalazca poprosit, aby wladca
ofiarowal mu ziarna pszenicy - tyle ziaren, ile
zmies$ci sie na polach szachownicy. Ziarna
majg by¢ uktadane wedlug prostej zasady - na
pierwszym polu jedno ziarno, na drugim dwa,
na trzecim cztery, i tak dalej - na kazdym
nastepnym polu dwa razy wiecejniz na
poprzednim. Wiadca bardzo chetnie zgodzit
sie na to zyczenie, ale niestety pozniej bardzo
tego zatowat.

Liczby ziaren na poszczegolnych polach

tworzyly cigg geometryczny o pierwszym Sam s soboju, ili Igra w szachmaty

wyrazie a; = 1iilorazie ¢ = 2. Szachownica  Autor: Grigorij Miasojedow, 1907 r.

. Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

ma 64 pola. Korzystajac ze wzoru na sume n .
domena publiczna.

poczatkowych wyrazow ciggu
geometrycznego, obliczymy ile ziaren powinien otrzymac sprytny wynalazca.

Nim to zrobimy - przypomnienie odpowiedniego twierdzenia.
Twierdzenie: Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie g wyraza sie
wzorem:

e S, =mn-a;,gdyg=1

° Sn: 61,1'lliqun,gdyq7é 1
Teraz juz mozemy obliczy¢ potrzebng sume.

Sea = 1- 1227 = 264 _ 1 ~ 18 000 000 000 000 000 000



Przyjmujac, ze tysigc ziaren pszenicy wazy 50 g, obliczymy ile wazytaby pszenica, ktorg miat
dostac tworca szachow.

18-10™ .50 = 9-10% [g]
1t=10°g
9-10%g=9-10"¢
Okazuje sie, ze taka ilo$¢ pszenicy znacznie przekracza roczne zbiory z catej planety!

Jeszcze jeden podobny problem, zwigzany z ciggiem geometrycznym o ilorazie 2,
stanowigcy wdzigczny temat do popisania si¢ wiedzg matematyczna.

Rozwigzujac to zadanie, podobnie jak poprzednie, nalezy zwroci¢ uwage, jak szybko rosng
wyrazy ciggu geometrycznego o ilorazie q > 1.

Przyktad 1

W osiemnastowiecznym rosyjskim podreczniku do matematyki L. Magnickiego mozna
znalez¢ takie oto zadanie:

Pewien handlarz sprzedat konia za 156 rubli. Ale wiesniak nabywca wkrotce po tej
sprzedazy rozmyslit sie i poczat molestowac handlarza, Zeby wzigt konia z powrotem,
a jemu oddat pienigdze, gdyz kor nie jest wart tak wielkiej sumy. Handlarz wowczas
zaproponowat mu inng transakcje.

- Jesli uwazasz, ze kon jest za drogi, to ci go daje darmo, a ty kup tylko ode mnie hufnale
w jego podkowach. Zapiacisz mi tanio: za pierwszy hufnal potuszke, za drugi hufnal - 2
potuszki, za trzeci - kopiejke itd.

Wiesniak kombinujgc sobie, Ze nie moze wypas¢ chyba za wszystkie hufnale razem wigcej
niz jakie 10 rubli, chetnie zgodzit sie na taka propozycje. Czy wiesniak ten oszukat si¢ i na
ile rubli?

Nim rozwigzemy zadanie, kilka przydatnych informacij:

Hufnal to duzy gwoézdz stuzacy do przybijania podkow koniom.

Kon ma cztery podkowy. W kazdej podkowie jest sze$¢ hufnali.

Potuszka to rosyjska moneta warta % kopiejki.

Rubel to 100 kopiejek, czyli 400 potuszek.

Wiemy juz, ze kon ma cztery podkowy, a w kazdej jest szes¢ hufnali, zatem wieSniak za
hufnale powinien zaptacic kolejno:




1,2,22 23 ... 22 poluszek.

Aby okresli¢ kwote, jakg powinien zaptaci¢ wiesniak, nalezy obliczy¢ sume 24-
wyrazowego ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = 1iilorazie g = 2.

142422425 4. 422428 —1. 122
1424224234 . 4221928 _2%_1
14+2422423 4+ ... 42224922 = 16777215

Kwote wyrazong w potuszkach zamieniamy na kwote wyrazong w rublach - wynik
zaokraglimy do catosci.

16777215 : 400 ~ 41943

Odpowiedz:

Wiesniak powinien zaptaci¢ ponad 41943 ruble, a wiec duzo wiecejniz 10 rubli.
Teraz przyklady klasycznych zadan, zainspirowanych ciggami o ilorazie %

Przypomnijmy najpierw wzor na wyraz ogolny ciggu geometrycznego, ktory wykorzystamy
w obliczeniach.

Twierdzenie: Wyraz ogolny ciggu geometrycznego

Jezeli ciag (a,) jest ciaggiem geometrycznym o ilorazie g, to n-ty wyraz tego ciggu
okreslony jest wzorem:

Przyktad 2

Na przyjeciu nudzacy sie gos¢ zaczat sktadac¢ serwetke na pot, nastepnie znowu na pot,
raz jeszcze na pot, itd. Serwetka ma grubo$c¢ zaledwie 1—16 mm. Gdyby udato mu si¢
ztozy¢ w ten sposob serwetke 50 razy, to jak myslisz jaka grubos¢ miatby powstaty w ten
sposob ,stosik”?

Zauwazmy, ze poczatkowa grubos¢ serwetki oraz grubosci ,stosiku” po kolejnych
ztozeniach, tworzg ciag geometryczny. Pierwszy wyraz tego ciaggu jest rowny a; = %,
ailoraz q = 2.

Obliczamy grubosc¢ ,stosiku” po 50 ztozeniu, czyli pie¢dziesigty pierwszy wyraz tego
ciggu.

as1 = 3 - 2°0 = 2% [mm|



javascript:void(0);

246 — 70368744177664
1 km = 1000000 mm
Zatem 2% mm ~ 70000000 km

Miejmy nadzieje, ze znudzonemu gosciowi nie udato si¢ ztozyc¢ az 50 razy serwetki, bo
utworzony w ten sposob ,stosik” bytby ponad 180 razy wyzszy niz odleglos¢ z Ziemi do
Ksiezyca!

Przyktad 3

Biegacz ma do pokonania dtuga droge. W czasie pierwszej godziny biegu pokonat az
potowe catej trasy. Jednak z uptywem czasu byl coraz bardziej zmeczony i w ciggu
drugiej godziny pokonat % trasy, w ciagu trzeciej godziny % calej trasy, w ciagu czwartej
godziny % trasy, itd.

Jaka czeSc¢ drogi zostata mu jeszcze do pokonania po szeSciu godzinach biegu?

= - > -
1 1 1 1
2 4 8 16

Obliczymy najpierw, jakg czesS¢ calej trasy pokonat biegacz w ciggu szesciu godzin.
Nalezy obliczyc¢:

1 1 1 1 1 1
7+Z+§+1_6+3_2+6_4'

Zauwazmy, ze skladniki sumy to kolejne wyrazy ciggu geometrycznego, w ktérym a1 = %

_ 1
7q_7

Obliczamy sume 6 kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego.

6
1 1=(3) 1 _ 63
S6 = 3 - - =6

Obliczamy, jaka czeS¢ trasy zostata jeszcze do pokonania.

1-&8 =4

64 — 64



Odpowiedz:
Biegaczowi pozostato do pokonania 6%1 catej trasy.

Jesli przyjmiemy za Galileuszem, Ze matematyka jest alfabetem, za pomocg ktérego Bog
opisat wszechswiat, to jednym z waznych elementow tego alfabetu jest nieskonczonosc.
Kolejna zagadka, ktorg w osiemnastym wieku damy zadawaty kawalerom, dotyczy wtasnie
ciggu geometrycznego nieskonczonego. I nie bedziemy tu postugiwac sie
skomplikowanymi wzorami (wszak damy nie byly ztosliwe i nie chciaty konfudowac
kawalerow z powodu nieznajomos$ci matematyki wyzszej).

Wykorzystamy trik geometryczny, oparty na rozwazaniach starozytnych uczonych.
Przyktad 4

| 1 1 1 1
lle to jest 5 + %—l— sttt 67

Dla efektu mozna wypisac jeszcze wigecej sktadnikow. Wtedy wydaje sie, ze liczba ktora
otrzymamy bedzie bardzo duza, albo wrecz przeciwnie — bardzo mata. A jak jest
naprawde?

Sktadniki to kolejne wyrazy nieskonczonego ciggu geometrycznego o ilorazie ¢ = %
i pierwszym wyrazie rownym a; = % Sume te mozemy obliczy¢ z odpowiedniego wzoru
(ktorego kawalerowie na pewno nie znali):

Albo tez postuzyc¢ si¢ sprytnie wykonanym rysunkiem kwadratu o boku 1.




I wtedy nie potrzebujemy niezrozumiatych dla laika wzorow, aby zadziwi¢ znajomych. Od
razu widac, Ze suma jest rowna 1.

W ostatnim przyktadzie uwalniamy si¢ od ciggow o ilorazie 2 lub % i przytaczamy rownie

znane zadanie o pilce.

Przyktad 5

Pitke rzucono z wysokosci 270 cm. Pitka odbijajgc sie, za kazdym razem osiagga %
wysokosci osiggnietej przy poprzednim odbiciu. Obliczymy, jakg tacznie dlugos¢ ma
droga (w pionie), ktorg przebyta pitka do pigtego odbicia.

Do pierwszego odbicia pitka przebyta droge dltugosci 270 cm.

Nastepnie pitka poszybowata w gore na wysokos¢
270 - % = 180 centymetrow. I spadia z tej wysokosci.

Teraz pitka odbija si¢ na wysokosc¢ 180 - % = 120 centymetrow i z tej wysokosci

spada.

I kolejne odbicie - tym razem na wysokos¢ 120 - % = 80 centymetrow.

Zauwazmy, ze wyznaczone liczby
270, 180, 120, &80, ...

tworzg cigg geometryczny o ilorazie g = % i pierwszym wyrazie 270.



Aby obliczy¢ faczng dlugos¢ drogi, musimy uwzglednic¢ ruch pitki w gore i w dot.

270 cm

4

180cm

b

120 em

@ 80 cm
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Obliczamy dtugos¢ drogi s przebytej przez pitke — skorzystamy ze wzoru na sume n
poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego.

)4

o |ro

s=270+2-2.270 - =1

o] o)

s=270+4-3.270- (1— 48)
s =270+ 1080 - & =270 + 8662
s =11362 cm

Odpowiedz:

Pitka przebyta droge dtugosci 1136% cm.

Stownik
suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

suma n poczatkowych wyrazoéw ciggu geometrycznego (an) o ilorazie g wyraza sie
wzorem:

e Sp=mn-a1,gdyqg=1
e S, = al'll_Tq;ngQ#l

wyraz ogolny ciaggu geometrycznego



javascript:void(0);

jezeli cigg (ay,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie g, to n—ty wyraz tego ciggu
okreslony jest wzorem:



Animacja

Polecenie 1

Znamy wzoér na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego. Ale wiemy tez, ze cigg
geometryczny nie zawsze jest skonczony. Czy mozna zatem w okresli¢ sume jego wszystkich
wyrazéw, nie korzystajac z odpowiednich wzoréw? Okazuje sie, ze przy okreslaniu tej sumy

w niektérych przypadkach mozna skorzystaé z odpowiednich rysunkéw, opartych na
pomystach sprzed tysiecy lat. Zapoznaj sie z przyktadem takiej sytuacji przedstawionym

w animacji. Staraj sie odgadnac i uzasadni¢ wynik, a nastepnie poréwnaj z prezentowanym
rozwigzaniem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D2BItEX8q

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej ciggu geometrycznego.

Polecenie 2

Na diagramie przedstawiono ilustracje graficzng sumy pewnego nieskoriczonego ciggu
geometrycznego. Zapisz pierwszych piec sktadnikdéw tej sumy i podaj jej wynik.



https://zpe.gov.pl/a/D2B1tEX8q

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® () @

Cwiczenie 1 @)

Rysujemy tréjkat rownoboczny o polu réwnym 1. Nastepnie dzielimy go na cztery przystajace
tréjkaty rownoboczne. Jeden z tych trojkatéw zamalowujemy na zielono, a drugi na niebiesko.
Wybieramy jeden tréjkat pomalowany na inny kolor, dzielimy go na cztery przystajace trojkaty
i zamalowujemy jeden na niebiesko i jeden na zielono. Postepujemy tak w nieskonczonosc.
Otrzymujemy dwie spirale (jedng niebieska, drugg zielong) takie, jak na rysunku ponize;j.

Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma pdl zamalowanych tréjkatéw na zielono i tréjkatow
zamalowanych na niebiesko jest rowna:
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Cwiczenie 2

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem i wykonaj polecenie.

Zaznacz poprawng odpowiedz. Korzystajac z rysunku, mozna ustali¢, ze suma
1 1 1 1 1 1

oot et tEtE e

jest réowna:
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Cwiczenie 3

Pewien fryzjer zgodzit sie czesad tylko ekscentrycznego arystokrate, pod warunkiem, ze jego
pensja za pierwszy dzien pracy wyniesie 1 dukat, za drugi dzien 2 dukaty, za trzeci dzien 4
dukaty itd., przez caty miesiac. lle dni musi pracowac ten fryzjer, aby zarobi¢ 4095 dukatow?

Uzupetnij rozwigzanie zadania, przeciggajac odpowiednie liczby.

Lol )+ (1—2)] = 4095
------------------- +2" = 4095

T

n—=i

Odpowiedz: Fryzjer musiatby pracowac E _______________ dni

4005 | (8] [ 4096 ][ 2" | [ -1 ][ ][2][22] [12][16]

Cwiczenie 4

Diagram ilustruje sume wyrazéw pewnego ciggu geometrycznego nieskoriczonego.

—
S
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Zapisz pierwsze pie¢ sktadnikéw tej sumy i podaj jej wynik.
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Cwiczenie 5

Pewien wirus rozprzestrzenia sie, gdy zarazona osoba wita sie z inng przez podanie reki. Chory
przywitat sie przez podanie reki z czterema osobami w ciggu godziny. W ciggu kolejnej godziny
kazda z tych oséb przywitata sie przez podanie reki z czterema osobami, z ktérymi jeszcze nikt
sie nie witat, itd.

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Wystarczyto 10 godzin, aby zarazito sie okoto miliona oséb.
(] Po trzech godzinach bedzie juz zarazonych ponad 50 oséb.

Ponad dwadziescia tysiecy oséb mogto zarazi¢ sie w ten sposdb w ciagu oSmiu
godzin.

O

Cwiczenie 6

Robotnik musi wykopac¢ kanat dtugosci 400 m. W czasie pierwszej godziny pracy kazdego dnia
wykonuje 4 m biezace kanatu. W ciggu kazdej kolejnej godziny wydajnos¢ jego pracy spada o
20% w stosunku do poprzedniej godziny.

Przeciagnij poprawne liczby.

W czasie trzeciej godziny robotnik Wykopiei m biezacych kanatu.
Po czterech godzinach bedzie wykopanych ponad m biezagcych kanatu.
Robotnik pracuje tylko cztery godziny dziennie. Bedzie zatem potrzebowa’ri dni

____________________

na wykonanie catej pracy.

134 [2,56 | | 11 |

Cwiczenie 7 @

Pewien ksigze chciat sprobowad czarodziejskich jabtek. Jabtonka rosta na gérze o wysokosci
800 metréw. Droga prowadzaca na szczyt byta jednak bardzo niebezpieczna. Ksigze wynajat
wiec rycerza, ktory miat dla niego zdoby¢ jabtka. Za pokonanie pierwszych 100 m drogi
zaproponowat mu 2 talary, a za pokonanie kazdych nastepnych 100 m az % tego, co
poprzednio. Oblicz, ile bedzie musiat zaptacic ksigze rycerzowi, gdy ten dotrze na szczyt gory.
Wynik zaokraglij do catosci.



Cwiczenie 8 @

W konkursie na Miss Szklanego Pantofelka przyznano kilka nagréd na tagczng kwote 14520 zt.
Pierwsza nagroda wynosita 9720 zl, a kazda nastepna stanowita pewien staty utamek
poprzedniej. Najnizsza nagroda wynosita 120 zt. Oblicz, ile nagrdod przyznano. Ewelina
otrzymata trzecig nagrode. Jaka kwote otrzymata?



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ciagg geometryczny w zadaniach z historii matematyki

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje zadania znane z historii matematyki, korzystajac z wlasnosci ciggu
geometrycznego

» rozwigzuje graficznie zadania z ciggiem geometrycznym

» dobiera odpowiedni model matematyczny do analizy i rozwigzania zadania
z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e inscenizacja
e mini-test

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie powtarzajg wspolnie wiadomosci dotyczace ciggu geometrycznego — moze
to by¢ na przykiad szybki test przygotowany wczesniej przez nauczyciela, na pytania
ktorego uczniowie odpowiadaja kolejno.

Dyskusja — w jakich kontekstach realistycznych mozna wykorzysta¢ wiadomosci
o ciggach geometrycznych. Uczniowie dzielg si¢ posiadang wiedzg, snujg
przypuszczenia.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Wybrani wczes$niejuczniowie przedstawiaja mini-inscenizacje ilustrujace wybrane
sytuacje opisane w sekcji ,Przeczytaj”. Scenki zbudowane sg w ten sposob, aby
uczniowie, pracujac w grupach, musieli znalez¢ rozwigzania prezentowanych
problemow. Grupy prezentujg kolejno rozwigzania zadan, ,,aktorzy” wyjasniajg
watpliwosci, sprawdzajg poprawnos¢ wynikow.

2. Uczniowie pracujg nadal w grupach. Ich zadaniem jest znalezienie graficznej
interpretacji sum ciggdéw geometrycznych o ilorazach odpowiednio % i %. Swoje
ustalenia poréwnujg, ogladajgc animacije.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztalttowane umiejetnosci.
Liderzy grup dzielg si¢ refleksjami na temat prac grup.
Wspolna dyskusja - czy interpretacja geometryczna pomaga, czy przeszkadza
w rozwigzywaniu problemow algebraicznych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i ,aktorow”.



Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest poszukanie w dostepnych zrodtach (lub wymyslenie) informaciji na
temat graficznejinterpretacji innych sum ciggu geometrycznego, niz prezentowane na
lekcij.

Materialy pomocnicze:

» Cigg arytmetyczny i geometryczny zastosowanie
o Cigg geometryczny

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wprowadzeniem do zaje¢ lub materialem pomocniczym do
rozwigzywania zadan domowych.
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