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Zwiazek miedzy postacia iloczynowa, kanonicznag

i ogolng funkcji kwadratowej

Zrédto: Daniel Bustos, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Funkcje kwadratowg mozemy zapisac¢ w jednej z trzech postaci: ogolnej, iloczynowe;j (jesli
istnieje), kanonicznej. W tym materiale poznasz zwigzki miedzy postaciami funkcji
kwadratowej oraz zastosujesz poznane wzory do rozwigzywania zadan.

Twoje cele

o Wykorzystasz zwigzki miedzy réznymi postaciami funkcji kwadratowe;j.
o Wyznaczysz wzory funkcji kwadratowejw postaci ogolnej, kanoniczneji, o ile
istnieje, iloczynowe;j.

e Zastosujesz poznane wzory do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Wzor funkcji kwadratowej zapisanejw postaci ogolne;j:
f(z) = ax® + bz +c,

gdzie x € Ria, b, ¢ s3 liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0. Wzor funkcji kwadratowej
mozemy zapisac:

e w postaci kanoniczne;j:

f(z) = a(z —p)’ +4q,

gdziep = —5~,¢= —4 oraz A = b* — dac;

e W postaci iloczynowe;j:

f(z) = a(z — 21)(z — 22),

—b+VA _ —b—VA
2a

gdy wyréznik A jest nieujemny oraz x; = ixy = —5,~= s3 miejscami

zerowymi funkciji.

Pokazemy przeksztatcenia postaci ogolnej funkcji kwadratowej prowadzace do postaci
kanoniczneji przeksztalcenia z postaci kanonicznejdo postaci iloczynowej, o ile postac ta
istnieje.

Aby z postaci ogélnej funkcji kwadratowe;j
f(z) = az® + bz +c
przejs¢ do postaci kanonicznej, wykonujemy nastepujace dziatania:

dodajemy i odejmujemy %,

z wyrazenia ax? + bx wylgczamy a przed nawias,

b

a

. .. . b
wyrazenie - zapisujemy w postaci 2 - 5,

wykorzystujemy wzor skroconego mnozenia a® + 2ab + b? = (a + b)2.

A zatem:
2 2
f(a:):a(w2—|—%w)+%—i’—a+c

2 2
f(w):a<:c2—|—22—l;x—|—4b—a2) —i’—a—l—c


javascript:void(0);

_ b \2 b>—4ac
fz) =a(z+ 5;)" — =5
Po podstawieniu A = b* — 4ac otrzymujemy:
_ b \2_ A
fz)=alz+5) - 4
Jezeli przyjmiemy oznaczenia: p = —% iqg=—74,,
to posta¢ kanoniczna wyraza si¢ wzorem:

fz)=a(z—p)’ +q

7 ostatniego zapisu wynika, ze wykres funkcji f(z) = az? + bz + ¢ mozemy otrzymac
z wykresu funkcji h(z) = ax? w przesunieciu rownoleglym, w ktorym obrazem
wierzchotka Wy = (0, 0) paraboli o rownaniu y = azx? jest punkt W = (p, q).

Twierdzenie: Przesuniecie réwnolegte o wektor

W wyniku przesuniecia rownolegtego wykresu funkcji f(z) = az?, gdzie a # 0, o wektor
v = [p, q| otrzymujemy wykres funkcji g(z) = a(z — p)° + ¢.

Oznacza to, ze wierzchotek W paraboli ma wspolrzedne: p = —% ig= —ﬁ.

Wykorzystujac postac¢ kanoniczng funkcji kwadratowej zapiszemy wzor funkcji w postaci
iloczynowej oraz podamy warunki, w ktorych taki zapis jest mozliwy. Mamy zatem:

f@)=a(@+4) -

f@) =al(z+ 5)" - 4]

fla) = a[(m+ %)’ - (%)2]-

S

2
W ostatnim przeksztalceniu wylgczyliSmy a przed nawias i zapisaliSmy éz— jako (2£CLA) .

2
Zapis A = (\/Z) jest mozliwy tylko w sytuaciji, gdy A > 0.

Kontynuujac przeksztatcanie, wykorzystamy wzor na roéznice kwadratow
n?—k>=(n—-k)(n+k):

fa)=a(e+% —33)(a+ L +32)




f(z) = a(:IH— %) (a: + %)

f(z) =a(a:— %)(m— %).

Oznaczajgc 1 = %J/Z ixg = %;/Z otrzymujemy postac iloczynowgq funkcii
kwadratowe;j:

f(@) = a(e — z1)(z — 22).
Jesli A = 0, to:

b\2_ A _ b )2
a(z+5) —dw=alz+ %)
Oznaczajgc g = —% otrzymujemy:

f(z) = a(z — :UO)2.

Przyktad 1

Zapiszemy wzor funkcji f(z) = (z + 3)* — 4 w postaci ogolneji iloczynowej.
Rozwigzanie

Przeksztalcenie do postaci ogolne;j.

I sposéb:

Wykorzystamy wzor skroconego mnozenia: (a + b)? = a2 + 2ab + b2,
f(z) = (z+3)" —4

fl@)= (22 +2-2-3+3%) —4

f(z)=2*+6z+9—4

f(z)=2*>+6z+5

IT sposdb

Wykorzystujemy informacje o wartosciach pi ¢:

f(z) = (x+3)° —4,zatem:a = 1,p = —3,q = —4.

Wykorzystamy wzor: p = —%.

Podstawiajac: a = 11 p = —3 otrzymujemy:




-3 = —%, czyli: b = 6.

Ponadto A = b?> —4dac =62 —4-1-¢ = 36 — 4c, za$ q=— %, zatem, po podstawieniu:
—4 = — 3ifl4c , codaje: ¢ = 5.

Zatem posta¢ ogolna funkeiji f(z) = (z + 3)* — 4 to:

f(z) = 2% + 6z + 5.

Przeksztalcenie do postaci iloczynowe;j
I sposdb:
Wykorzystamy wyliczone warto$ci wspotczynnikéow: a = 1,b = 6 i ¢ = 5 oraz wzory:

_ —b+VA . _ —b—VA
T1 = 2a 1Zy = 2a

A=b —4ac=6>-4-1-c=36—-4-5=36—20 = 16,

stad:

e o— —bEVA _ 64V16 _ 644 _ -2 _ 4
1= 2a - 21 - T2 — 2 —

i

o — —b—vVA _ —6-V16 _ —6-4 _ —10 __ _5
2= T2 T T 21 T T2 T T2 — 7Y
Zatem:

flz)=1-(z—(-1))(z - (-5))

f@)=1-(z+1)(z +5).

II sposéb

Wykorzystamy wzor skroconego mnozenia a* — b% = (a — b)(a + b).
(z+3)7 —4=(z+3)—2)(z+3)+2) =
=(z+3-2)(z+3+2)=(z+1)(z+5)

f(z) = (z+1)(z +5)

Przyktad 2



Wzor pewnej funkcji kwadratowejw postaci ogolneji kanonicznejjest taki sam.
Znajdziemy wzor tej funkcii, jezeli wiadomo, ze f(—1) = 4 oraz f(0) = —3.

Rozwigzanie

Przypomnijmy, jak wyglada wzor funkcji kwadratowejw postaci ogolneji kanoniczne;.
Posta¢ ogélna: f(z) = az® + bz + c.

Posta¢ kanoniczna: f(z) = a(z — p)® + q.

Aby wzor funkcji kwadratowejw postaci ogolneji kanonicznej byt taki sam, to
wspotczynniki b i p muszg by¢ rowne 0 oraz c = gq.

Z tre$ci zadania wiemy, ze f(—1) = 41 f(0) = —3. Musimy utozy¢ i rozwigza¢
odpowiedni uktad rownan.

{awn2+c=4

a-0>2+c=-3

a="7
c=-3
Zatem posta¢ og6lna i kanoniczna tej funkciji, to f(z) = 7z% — 3.

Przyktad 3

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej fw postaci ogolnej, gdy wspotrzedne
wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem tej funkcji to W = (2, —5) oraz jedno z miejsc
zerowych, toz = 4.

Rozwigzanie

Na poczatku zapiszemy wzor funkcji kwadratowejw postaci kanonicznej
f(x) = a(z — p)* + ¢. Z tresci zadania wiemy, ze p = 2 oraz ¢ = —5. Zatem
f(z) = a(z — 2)* — 5.

Musimy wyznaczy¢ teraz wspotczynnik a. Poniewaz dla argumentu z = 4 funkcja
przyjmuje warto$¢ rowng 0, to

0=a(4—-2)°—-5
4a =5
a=2.

Wzér funkcji w postaci kanonicznej, to f(z) = 3 (z — 2)* — 5.



Przejdziemy teraz do postaci ogolnejwzoru funkcji f:
flz)=3(x-2)°-5=3(2> 42 +4) -5= 222 5z
Przyktad 4

Napiszemy postac¢ ogolng i iloczynowg funkcji kwadratowej, o ktérej wiadomo, ze dla
argumentu (—3) osigga warto$¢ rowng 6, jednym z jej miejsc zerowych jest liczba 5, dla

argumentu 2 osiaga wartoS¢ najmniejsza rowng — %

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jednym z miejsc zerowych tej funkciji jest liczba 5. Musimy utozy¢
odpowiednie rOwnanie:

25a +5b+c¢ = 0.

Ponadto funkcja dla argumentu 2 osigga wartoS$¢ najmniejszg rowng — %7 Zatem

- =b _ — A _ _ 27
p=5, =20razq= |- = —%.

Funkcija dla argumentu (—3) osigga warto$¢ rowng 6, wiec (—3)* - a + (—3) - b+ ¢ = 6.

Na tej podstawie uktadamy uktad rownan i obliczamy wartosci szukanych
wspolczynnikow.

(254 +5b+c¢c=0
(b= —4a
(90— 3b+c=6

(250 — 20a + ¢ =0
(b= —4a
| 9a +12a+c=6

(5a+c¢=0
(b= —4a
(2la+c=6

,

3
8

a
lo=—3
15

(6= %

Wzor funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej, to f(z) = S22 — Sz — 2.

Zapiszemy teraz wzor funkcji f(z) = %xz — %az — % w postaci iloczynowe;j.



Wykorzystamy wyliczone wartosci wspotczynnikow: a = %, b= —% ic=—1 oraz

WZOry: T = %;/Z iz = %Q/Z.
(-3 _3\2_ 43 (_15
2y = 2W(;§ 13 (%) _
8
gy SEDVED RO

Zatem wzor funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej, to f(z) = 2(z — 5)(z + 1).

Stownik
funkcja kwadratowa

funkcja f(z) = az® + bz + ¢, okreslona dla wszystkich liczb rzeczywistych, gdzie a, b, ¢
sq liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca zwiazki miedzy postacia iloczynowga, kanoniczng i ogélna
funkcji kwadratowej, a nastepnie rozwigz polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DjrzUpJH9

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacej zwigzku miedzy trzema postaciami funkcii
kwadratowe;j.

Polecenie 2

Wzor funkeji f(z) = —222 — 3z — 2 przedstaw w postaci kanonicznej. Czy wzor ten mozna
zapisa¢ w postaci iloczynowej?

Polecenie 3

Wzér funkcji f(z) = z? — 4z + 3 przedstaw w postaci iloczynowe;j.



https://zpe.gov.pl/a/DjrzUpJH9

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz wzor funkcji f(z) = —2x2 + 4z 4 2 zapisany w postaci kanonicznej.

O y=— (:U—i-l) +4
O y=-2@x—-17>—-4
O y=- (a:+1) —4

O y=— (:U—l) +4

Cwiczenie 2 G

Dobierz wzér funkcji kwadratowej w postaci ogélnej do odpowiadajgcego jej wzoru w postaci

iloczynowej.
k(z) = 2z> + 8z + 6 y=2(z+1)(z — 3)
h(z) = 2z?> — 8z + 6 y=2(z—1)(xz—3)
g(z) =22% —4x — 6 y=2(xz—1)(x+3)

f(x) =222 +4z— 6 y=2(z+1)(z+3)



Cwiczenie 3 @
Dana jest funkcja f(z) = — 5 (z — 6)” + 9. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Funkcja f nie ma postaci iloczynowej.

Wzér funkcji f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej

O y:—%<x—6—3\/§>(m—6+3\/§)-

(] Wzér funkcji f mozna zapisa¢ w postaci ogolnej y = —%xQ —4x — 12.

(] Wzér funkcji f mozna zapisa¢ w postaci ogélnej y = —%x2 + 4z — 3.

Cwiczenie 4

Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 7(z + 1)* + ¢. Posta¢ ogdlna wzoru funkji
kwadratowej, to y = 7z? + 14z — 21. Wpisz w puste miejsca odpowiednie liczby catkowite.

Wspotczynnik g = ’

Liczba miejsc zerowych tej funkcji to ‘ ’

Wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej f(z) = 7(z — 1)(z— ‘

).




Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowga odpowiedz. Wzér funkcji kwadratowej f przedstawiono w postaci
ogélnej f(z) = ax? — 2x — 6 oraz kanonicznej f(z) = a(z + 5)° — 1. Wspotczynnik
kierunkowy tej funkcji to:

o O O
I
|
ot

() a=-5

Cwiczenie 6

Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 4 (z + 3)(z + 7). Zaznacz wszystkie zdania fatszywe.
] W postaci kanonicznej f(z) = a(x — p)° + q tej funkcji wspétczynnik g = —2.
(] Wzér funkcji f mozna zapisa¢ w postaci ogélnej y = %332 + 2,52 + 5,25.

(] W postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)2 + q tej funkcji wspétczynnik p = —5.



Cwiczenie 7 @

Wz6r funkceji kwadratowej f przedstawiono w postaci iloczynowej f(z) = —(z + 7)(x — 5).
Zaznacz zdania prawdziwe.

Wzér funkgji f mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej f(z) = —(z + 1)* — 36.

W postaci kanonicznej f(z) = a(z — p)? + q tej funkcji wspotczynnik p = —1.

O o d

W postaci kanonicznej f(z) = a(x — p)® + g tej funkcji wspétczynnik ¢ = 36.

(] Wzor funkcji f mozna zapisa¢ w postaci ogélnej y = —x2 — 2z + 35.

Cwiczenie 8 @

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Wzér funkcji kwadratowej f przedstawiono

w postaci iloczynowej f(x) = —3(x + 13)(z — x3) oraz w postaci kanonicznej

f(z) = =3(x + 4)2 + q. Prawda jest, ze w postaci ogélnej f(x) = az? + bx + c tej funkgiji,
wspotczynnik:

O b=24
O ¢=195
(O b=38

() c¢=—65



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zwigzek miedzy postacig iloczynowa, kanoniczng i og6lna funkcji kwadratowej
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Il Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, (a — b)?, a®> — b%, (a + b)3, (a — b)3,
3 3 n n
a’ —b’,a" —b";

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych.
V. Funkcje

Zakres podstawowy. Uczen:

2) oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowejw postaci
ogolnej, kanoniczneji iloczynowej (jesli istnieje);

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowejna podstawie informaciji o tej funkciji lub o jej
wykresie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



« definiuje wzory funkcji kwadratowejw postaci ogolnej, kanoniczneji iloczynowej (jezeli
istnieje);

o sprawdza zwigzki miedzy wzorami okreslajagcymi wspotrzedne wierzchotka paraboli
i postacig kanoniczng funkcji kwadratowe;j;

 oblicza miejsca zerowe funkcji kwadratoweji zapisuje wzor funkcji w postaci
iloczynowej;

 interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej;

e wyznacza argument dla danejwarto$ci funkcji i odwrotnie;

e rozwiazuje zadania, wykorzystujac wiadomosci na temat roznych postaci funkciji
kwadratowej;

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwiazania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow,
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna,
e pracaw grupach,
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu,
» tablica intearktywna/rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

e uczniowie przypominajg definicje funkcji kwadratoweji metodg burzy mozgow
przypominaja sposoby zapisu wzoru funkcji kwadratowej;
e nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

e uczniowie otrzymujg zadanie polegajgce na analizie materiatu zawartego w sekcii
PRZECZYTAJ;



» wskazane przez nauczyciela wzory uczniowie zapisujg na tablicy;

» uczniowie analizujg przyktady zawarte w sekcji PRZECZYTAJ;

» nauczyciel kontroluje prace uczniow, udzielajgc im wskazowek;

« uczniowie rozwigzuja indywidualnie ¢wiczenia 1-4 z sekcji SPRAWDZ SIE, nauczyciel
pyta poszczegblnych uczniow o poprawne odpowiedzi. Pozostali uczniowie omawiajg
i argumentujg ich poprawnos¢. W razie watpliwosci, uczniowie przedstawiajg na
tablicy poprawne rozwigzanie;

e uczniowie, w parach, ogladaja animacje oraz rozwiazujg polecenia 2-3 znajdujace si¢
pod animacjg. Wybrani uczniowie przedstawiaja poprawne rozwiazania na tablicy.

« uczniowie pozostaja w parach i rozwigzuja zadania 5-8 z sekcji SPRAWDZ SIE.
Nauczyciel nadzoruje prace uczniow i w razie potrzeby podaje podpowiedzi. Po
zakonczonej pracy nauczyciel prosi wybranych uczniéw o omoéwienie rozwigzan zadan
na tablicy.

Faza podsumowujaca:
e uczniowie okreslajg, co byto dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien;
e nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnosS¢ uczniow.

Praca domowa:

e Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyklad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Zwigzek miedzy postacia iloczynowg, kanoniczng
i ogdlng funkcji kwadratowej’).

Materialy pomocnicze:

» Sposoby opisywania funkcji

» ZaleznoSci miedzy wartosciami wspotczynnikow wystepujacych we wzorach funkcji
kwadratowej zapisanej w postaci ogolneji w postaci kanonicznej

e Miejsca zerowe funkcji kwadratowej. Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

Wskazowki metodyczne:
Animacja moze postuzy¢ jako material powtoérzeniowy przed sprawdzianem.

Animacje¢ mozna rowniez wykorzysta¢ w realizaciji lekcji ,Postac¢ iloczynowa funkciji
kwadratowej.


https://epodreczniki.pl/a/sposoby-opisywania-funkcji/DvDnjkh7n
https://epodreczniki.pl/a/zaleznosci-miedzy-wartosciami-wspolczynnikow-wystepujacych-we-wzorach-funkcji-kwadratowej-zapisanej-w-postaci-ogolnej-i-w-postaci-kanonicznej/DNp3WtS8K
https://epodreczniki.pl/a/miejsca-zerowe-funkcji-kwadratowej-postac-iloczynowa-funkcji-kwadratowej/DlDm9kI9H

