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Zrédto: Deepak Gautam, dostepny w internecie: pexels.com.

W tym materiale nauczymy si¢ rozwigzywac nierownosci wymierne takie, w ktorych
licznik i mianownik mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda grupowania
wyrazow. Koniecznie przypomnij sobie rozktad wielomianu na czynniki metoda
grupowania wyrazow.

Twoje cele

e Rozwiazesz zadania z wyrazeniami wymiernymi o réznym stopniu trudnosci.

e Rozwiazesz nierownosci wymierne, w ktorych licznik i mianownik mozna
sprowadzi¢ do postaci iloczynowej metodg grupowania wyrazow.

e Rozwiazesz nierbwnosci wymierne z warto$cia bezwzgledna.




Przeczytaj

Na poczatku przedstawimy twierdzenie pomocne przy rozwigzywaniu nierownosci
wymiernych.

Twierdzenie: o rownowaznosci nierownosci

¢ T >0 © Wi(z) Wa(z) >0 A Waz) #0

Wl(:v)
Wg(iB)

<0 & Wi(z) Wa(z) <0 A Wa(z) #0

e =0 © Wi(z) - Wa(z) >0 A Wy(z) #0

o T <0 & Wiz) Walz) <0 A Walz) #0

Algorytmy rozwigzywania nierownosci wymiernych -
przypomnienie

I sposaéb:

1. Wyznaczamy dziedzin¢ nierownosci wymierne;j.

2. Sprowadzamy nierownos¢ do postaci ogolnej - przenosimy wszystkie wyrazenia na
jedna stron¢ nierownosci.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Nierébwno$¢ wymierng rozwigzujemy doprowadzajac ja do rownowaznej postaci
wielomianowej, przy wyznaczonej dziedzinie nierownosci wymiernej (zastepujemy
iloraz iloczynem z uwzglednieniem zatozen).

5. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

6. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danejnierownosci.

7. Wyznaczamy rozwigzanie nierownosci wymiernej uwzgledniajac dziedzine.

II sposab:

1. Wyznaczamy dziedzin¢ nierownosci wymierne;j.

2. Mnozymy obustronnie nierownos¢ przez kwadrat mianownika lub przez inne
wyrazenia, ktorych znak jest jednoznacznie okreslony.

3. Wykonujemy wskazane dziatania.

4. Wyznaczamy pierwiastki wielomianu oraz szkicujemy wykres.

5. Z wykresu odczytujemy zbior rozwigzan danej nieréwnosci.

6. Wyznaczamy rozwigzanie nieréwnosci wymiernej uwzgledniajgc dziedzine.
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Ponizej przedstawmy rozwigzania przyktadow nieréwnosci wymiernych, gdzie licznik
i mianownik mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda grupowania wyrazow.

Przyktad 1

234322—-32—9

Wyznaczymy dziedzine funkcji postaci f(z) = \/ R

Rozwigzanie

Z wlasnosci pierwiastka wiadomo, ze wyrazenie pod pierwiastkiem musi by¢ nieujemne.

Zatem wyznaczenie dziedziny podanej funkcji sprowadzi sie do rozwigzania nieréwnosci
2432329 >0

postaci — 557

Skorzystajmy z twierdzenia o rownowaznosci nier6wnosci i zapiszemy nierownos¢
wedlug wzoru

Tt > 0 & Wa(z) - Wa(z) > 0 A Wa(z) # 0.

Zaczniemy od zatozenia Ws(x) # 0. Zatem
2 —2x+1#0,

(z—1)* #0,

(z —1) #0,

x # 1.

Przejdziemy teraz do warunku Wy (z) - Wa(z) > 0.

22432 —3z—9
x2—22+1

w postaci iloczynowej stosujac metode grupowania wyrazow oraz wzory skroconego

Zapiszmy w takim razie licznik i mianownik ulamka algebraicznego

mnozenia

x34+322-32—9
a2 0,

z?(2+3)—3(z+3)
($*1)2 Z 07

(z*—3)(z+3)
e =20

(2 - 3)(z + 3)(z — 1)* > 0,

(:c—\/g) (:c+\/§)(:c+3)(:c—1)2 > 0.




Wielomian W (z) = (w — \/§) (w + \/§> (z + 3)(x — 1)* ma trzy pierwiastki
jednokrotne: (—\/5), (—3) oraz v/ 3 i jeden pierwiastek podwojny rowny 1. Pamietajmy,

ze z pierwszego sprawdzanego warunku 1 nie moze by¢ rozwigzaniem.

Uwzgledniajac zalozenie x # 1 wykres rozwigzan jest postaci

Odpowiedz: Dziedzing rozwazanej funkcji jest zbior <—3, —\/§> U <\/ 3, oo) .
Przyktad 2

4 3
. . . . . - ;- gt g1 8x—8 2
lle liczb catkowitych nalezy do zbioru rozwigzan nierownosci 4 ;— ¢ 13 < 07

Rozwigzanie

Podajmy konieczne zatozenie 2z — 4x? — 6z + 12 # 0,
22%(x — 2) — 6(x — 2) #0,

2(z* - 3)(z —2) #0,

2 —-3#0,z—2 #0

x> #£ 3,z #2

z# —/3,x #/3,x # 2.

Zatem D = R\ {—\/5; V'3; 2}.

5 4
. . . . . . . x’—x"+8x—8 .
Zapiszmy licznik i mianownik utamka algebraicznego 4 5= ——s—75 W postaci

iloczynowej stosujac metode grupowania wyrazow

z3(z—1)+8(z—1)
222 (z—2)—6(z—2)

<0,

(z°+8) (z—1)

ey =Y

(z4+8)(z—1)
2<m—\/§) (ac+\/§) (z—2) —




Zauwazmy, ze mianownik moglisSmy zapisa¢ od razu w postaci iloczynowej po obliczeniu
dziedziny.

Skorzystajmy z twierdzenia i zapiszmy nieréwnos$¢ wymierng jako rownowazng
niero6wnos$¢ wielomianowg przy wyznaczonej dziedzinie nierownosci wymiernej

%g <0 Wi(z) Wa(z) <0AWy(z) #0,

(z°48) (z—1) 3
o)y <02 VE) (F+VB) - D+ e 1 <o
ANx#—/3,x#3 x#2

Wielomian
W(z) = 2(zr: - \/3) (:I: + \/5) (z — 2)(«® + 8)(z — 1) ma pie¢ pierwiastkow: (—2);

(—x/§); 1;/3; 2.

Uwzgledniajac dziedzine nieréwnos$ci wymiernej D = R\ {_\/§; V'3; 2} rysujemy szkic

wykresu.

L9 —/3 1 \/M X

Odpowiedz: Do zbioru rozwigzan nieréwnosci nalezy nieskonczenie wiele liczb

catkowitych.Np. z =1, z =0.

Przyktad 3

Te3+22%—212—6
93 —432—-27x+12 Z 0.

Rozwigzemy nierownosc
Rozwigzanie

Podajmy konieczne zatozenie 9z — 4z — 27x + 12 # 0,
(9 — 4) — 3(9z — 4) # 0,

(z* — 3) (97 — 4) #£0,

22 —3+#0,9z —4#0

2 #£3,9z £ 4

m#—\/g,w#\/g,x#%.



Zatem D = R\ {—\/5; 5 \/g}

T2 4+22%—21z—6
93 —4x2—27x+12

Zapiszmy licznik i mianownik utamka algebraicznego W postaci

iloczynowej stosujac metode grupowania wyrazow

z(7Tx+2)—3(Tz+2)
3] (e 3) o)~

(22—3) (7z+2) 0
<z+\/§)<w7\/§)(9x74) -

(ac—i—\/g) (a:—\/g) (Tz+2)
<m+\/§) (w—\/g) (9z—4) —

Zauwazmy, ze mianownik mogliSmy zapisa¢ od razu w postaci iloczynowej po obliczeniu
dziedziny.

Po skréceniu utamka otrzymujemy

Tx+2
9r—4 Z 0.

Skorzystajmy z twierdzenia i zapiszmy nieré6wnos¢ wymierng jako rownowazng
nierownos¢ wielomianowgq przy wyznaczonej dziedzinie nierownosci wymiernej

W) > 0 o Wila) - Wala) = 0 A Wala) £0,

12 >0e (Tz+2)(9z—4) >0Az# V3,2 # V3,2 # 4.

Wielomian W (z) = 63(z + 2) (z — 5 ) ma dwa pierwiastki: (—

e

)i %
1 9
Uwzgledniajac dziedzine nierownosci wymiernej D = R\ {—\/5; %; \/3} rysujemy

szkic wykresu.

++ ++

/% =

o
Ol
o

Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci wymiernej jest zbior

(—oo; —x/§) U (—x/i;—%> U (%,x@) U (x/§; +oo).



Przyktad 4

s 2 : NNCO ' 8zt 12473 3 —z—3
Wyznaczmy zbior rozwigzan nieronosci 8153923 2214 < 24 °

Rozwigzanie

Podajmy konieczne zatozenia: 8z° — 32x> — 2 +4 # 0,2> —4 # 0
8w3(:132—4) — (332—4) £0,2% # 4

(8a:3—1)(x2—4) #0,x # -2, # 2

22 —1#0,22—4+#0,x# -2,z # 2

8x3 £ 1,22 44,2 # -2,z #2
m#%,w%—2,x7ﬁ2,x7&—2,m7§2.

DR\ {242}

Zapiszmy licznik i mianownika utamkow algebraicznych w postaci iloczynowej stosujac
metode grupowania wyrazow

82%(z+3)—(z+3) < —z—3
8x3(x2—4)—(z2—4) (z—2)(z+2)
(82°—1)(z+3) —2—3

B (P—2) < (@—2)(z+2)
Po skroceniu utamka algebraicznego otrzymujemy nierownosc

r+3 —z—3
@) " 2@

Zapiszmy nierowno$¢ w postaci ogolnej %Eg <0

z+3 —z—3

e~ e <0

z+3+x+3
(e-2)(as2) <

2246
ey <0

Skorzystajmy z twierdzenia ng <0 & Wi(z) - Wy(z) <0 A Wy(z) # 0.

Zatem nierOwnos¢ wymierng mozemy zapisa¢ w postaci rOownowaznejnierOwnosci
iloczynowej

iy <08 (28 +6)(z—2)(2+2) <O0AT £ -2,z # §5,3£2



Wielomian R(z) = 2(x + 3)(z — 2)(x + 2) ma trzy jednokrotne pierwiastki: (—3), (—2)
oraz 2.

1.

Uwzgledniajac dziedzine nieréwno$ci wymiernej D = R\ {—2, 53 2} narysujemy szkic

wykresu.

ST\, . At
—=3 9 R

N

Odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nierownosci jest zbior (—oo; —3) U (=2; 5 ) U (53 2).
Przyktad 5

Obliczmy najmniejszg liczbe catkowitg k spelniajgca nieréwnosc ‘ % + 1%k| < 2.
Rozwigzanie

Podajmy konieczne zatozenie

—3k2+ 9k — 6 #£0

~3(k— 1)(k—2) £0,

k#1k#2.
D =R\ {1;2}.
Zapiszmy licznik utamka algebraicznego % w postaci iloczynowej stosujgc

metode grupowania wyrazow

K —h—6k-+6 1
S-D)(-2) 1?"7‘ <2

k(k*—1)—6(k—1)
—3(k—1)(k—2)

+13k <2

k(k—1)(k+1)—6(k—1) 1

Wylaczmy przed nawias k — 1, stad

(k—1)[k(k+1)—6]



(k—1) (k*+k—6) 1
‘ 30h—1)(h—2) +1?k‘ <2,
(h—1) (k—2) (k+3)

S0k T 1%’“‘ <2,

Po skroceniu utamka algebraicznego otrzymujemy
k+3 1
53 +13k <2,

1 1
—sk—1+15k| <2,

k-1 <2.
— =)
-4 B -2 -1 0 1 7 3 4 k

Odpowiedz: Najmniejsza liczbg catkowitg, ktora spetnia nieréwnos¢

3_ i i
‘% + 1%k‘ < 2jest liczba (—1).

Stownik
dziedzina nieréwnosci wymiernej
dziedzing nierownosci wymiernej s wszystkie liczby rzeczywiste za wyjatkiem

pierwiastkow wielomianu Wa(x) znajdujacego sie w mianowniku danego wyrazenia
W1 (iE)

Wg(iv)
D=R \{z: Wy(z) =0}
pierwiastek wielomianu

pierwiastkiem wielomianu W (z) nazywamy liczbe rzeczywista a, dla ktérej W (a) = 0




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadem przedstawionym w galerii zdje¢ interaktywnych, a nastepnie
wykonaj polecenie 2i 3.

Polecenie 2

IA

Oblicz najwieksza liczbe naturalna k spetniajaca nieréwnoéé ‘ 213K —16k* 24 1 ‘

(k2+2k+4)(2k2+3) &k

Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek, jednosci liczby 2 + k4 ‘ ’

Polecenie 3

3 2 .
102° +152°+ 82412 ~, 1 Wynosi:

Suma liczb naturalnych spetniajacych nierownos¢ T ) > 35

O 820

O 800

O 861

O 378




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dziedzine funkcji f(x) = \/ 102° 1522 18212 soct 7hiGr

P43 —z2-1

RA{-1;1}

RA {1}

o O O

z € (—00;1) U (3; +00)

O z€(—00;1)U(3;+00)

Cwiczenie 2

3 9.2 .
z°—3x°4+9x—27 > 1

Wskaz liczby nalezace do zbioru rozwigzan nieréwnosci P e =7

-1

(] 1

] o




Cwiczenie 3

3
. . . r . ’ ’ . a: _3$ 5 ..
Suma wszystkich catkowitych rozwigzan nieréwnosci P AT 1e < 9a—4 WYnosi:

O 15
O 10
O 0

O 5

Cwiczenie 4
Uzupetnij luki odpowiednimi liczbami z podanych ponizej.

Ktoére liczby z podanych ponizej sg liczbami pierwszymi spetniajgcymi nieréwnosé

23 —Tx?42x—14 > 1

BB

Cwiczenie 5

Potacz w pary nierdownos$¢ wymierna z jej zbiorem rozwigzan.

22(z+1)+6z(z+1)+9(z+1)

> _ .
(ar:—3)(w—2)2 — 0 S < 3? 1> U (37 +OO)
22 —2%— 9z

TE S >0 x € (—oo0; —3) U (1;3)

2 0.



Cwiczenie 6 @

22—22—5z+5 > 6(»’13—1)'

Liczba k jest najmniejsza liczbg catkowita, ktéra spetnia nieréwnosé prom v, Rl

Zakoduj cyfry: setek, dziesigtek i jednosci liczby 123 - k:‘ ’

Cwiczenie 7 @
Dana jest funkcja f(z) = ——3%5>—. Rozwiaz nieréwnos¢ | f(z) + 1| > .

Cwiczenie 8 @
Funkcje m i n okreslone sa wzorami: m(x) = ‘”3;“3{—;?3 n(z) = || Wyznacz te

argumenty, dla ktérych funkcja m przyjmuje wartosci nie wieksze niz funkcja n.



Dla nauczyciela

Autor: Monika Dudek
Przedmiot: Matematyka

Temat: Nierowno$¢ wymierna, ktorej licznik i mianownik mozna sprowadzi¢ do postaci
iloczynowej metoda grupowania wyrazow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje rOwnania i nierébwnosci wymierne nie trudniejsze niz
z+1 1 2z
20 T 2T 2 T

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.
Cele operacyjne:

Uczen:

e rozwiazuje nierownosci wymierne, w ktorych licznik i mianownik mozna sprowadzic
do postaci iloczynowej metodg grupowania wyrazow;
e rozwiazuje nier6wnosci wymierne z wartoscia bezwzgledna.

Strategie naucznia:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e stoliki zadaniowe;



 dyskusja.
Forma paracy:

e pracaw grupach;
o pracaindywidualna.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie przed lekcjg przypominajg sobie rozktad wielomianu na czynniki metodg
grupowania wyrazow.

» Uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji ,,Przeczytaj’ oraz z galerig zdje¢
interaktywych.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje uczniom temat - ,Nierownos¢ wymierna, ktorejlicznik i mianownik
mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej metodg grupowania wyrazow”, wskazuje cele
zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe lub 4-osobowe grupy. Uczniowie pracujg
metodg stolikow zadaniowych.

2. Na pierwszym stoliku znajduja si¢ proste nierownosci wymierne, w ktorych licznik
i mianownik mozna sprowadzi¢ do postaci iloczynowej metoda grupowania wyrazow.
Drugi stolik zawiera nierébwno$ci wymierne z wartoscig bezwzgledna. Trzeci stolik
zawiera nierobwnosci wymierne o bardziej ztozonym charakterze.

3. Uczniowie rozwigzujg zadania w grupach. Po wykonaniu wszystkich zadan uczniowie
sprawdzaja poprawnos¢ zadan z przedstawionym rozwigzaniem.

4. Grupa, ktéra poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze
nagrodzi¢ uczniéw ocenami za aktywno$¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum
klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja ¢wiczenia 3, 6 z sekcji ,Sprawdz sie”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:



e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
» Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji i inicjuje krotkg rozmowe na temat
zrealizowanych celow.

Praca domowa:
» Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 7, 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

e Rozwigzywanie nierownosci wymiernych
» Graficzne rozwigzywanie nierownosci wymiernych

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzystac ,Galerie zdje¢ interaktywnych” do pracy przed lekcjg lub jako
wprowadzenie do lekcii.

Galeria moze tez by¢ pomocna w realizacji zagadnien zwigzanych z wyrazeniami
wymiernymi.


https://epodreczniki.pl/a/rozwiazywanie-nierownosci-wymiernych/Dtwq2MxYf
https://zpe.gov.pl/b/graficzne-rozwiazywanie-nierownosci-wymiernych/PRWuvjldg

