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Zbior liczb naturalnych. Dziatania w zbiorze liczb

naturalnych

Zrédto: Logan Kirschner, dostepny w internecie: www.pexels.com.

Swiat liczb i umiejetno$¢ liczenia interesujg nie tylko naukowcow.

Co tak fascynujgcego jest w liczbach, ze niektore z ich wlasno$ci nadal pozostaja
nieodkryte?

Jakie prawa obowiazuja w Swiecie liczb?

Jak mozna je wykorzysta¢ w praktyce?

W jakich sytuacjach warto siega¢ po reguly matematyczne?

Jezeli chcesz znalez¢ odpowiedz na te i wiele innych pytan, zapraszam ci¢ do podrozy
po swiecie liczb naturalnych.

Twoje cele

e Poznasz rozne rodzaje liczb naturalnych.

e Zastosujesz informacje o liczbach naturalnych, wielokatnych

i palindromicznych do rozwigzywania zadan.
e Pomnozysz liczby naturalne sposobem hinduskim.

e Dokonasz analizy poprawnosci przeprowadzonego dowodu.




e Zaprojektujesz sudoku, wykorzystujagc poznane wlasnosci liczb.

e Przedstawisz argumenty na temat: ,Dlaczego warto poznac liczby

naturalne?”.



Przeczytaj

Liczby naturalne

Liczby naturalne to liczby catkowite nieujemne: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, . . . Zbior liczb

naturalnych oznaczamy wielka literg N.

Mozemy zatem zapisa¢, ze: N = {0, 1, 2,3, 4, 5, 6, ... }.

Liczby wielokatne

Liczby wielokatne n-katne to kolejne liczby otrzymane poprzez dodawanie

poczatkowych liczb zaczynajacych sie od 11 réznigcych sie od siebie o (n — 2).

Poczatkowe liczby z lewej strony kolumny to liczby réznigce sie o (n — 2), natomiast

te z prawej to liczby wielokgtne:
1,1,1,1,...liczby naturalne 1, 2, 3, 4, . ..
1,2,3,4,...liczby trojkatne 1, 3, 6, 10, . ..
1,3,5,7,...liczby kwadratowe 1, 4, 9, 16, . . .
1,4,7,10,...liczby pieciokatne 1, 5,12, 22, . ..
1,5,9,13,...liczby szeSciokatne 1, 6, 15, 28, . ..
1,6,11,16,...liczby siedmiokatne 1, 7, 18, 34, . ..
1,7,13,19,...liczby oSmiokatne 1, 8, 21, 40, . ..

Zapoznaj si¢ z graficznym sposobem budowania liczb wielokgtnych.



Liczby trojkatne
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Zr6dto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Liczby czworokatne
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Zrodto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Liczby szeSciokatne
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Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Liczbom wielokatnym odpowiadajg w trojwymiarze liczby piramidalne.

Liczby piramidalne
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.




Suma trzech liczb czworoSciennych daje liczbe trojkatna.

1 5 1 7
1 2 4 4 2 1 7 7
123—|—333—|—321:777
123 4 2 2 2 2 4 3 2 1 77 7 7
123 45 111 1 1 5 4 3 2 1 777 7 7

Trzy liczby czworoscienne dajg liczbe trojkatna.
Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Ciekawostka

Jedno z odkrytych przez Diofantosa twierdzen brzmi:

Osmiokrotnie wzigta liczba trojkgtna powiekszona o jedno$c¢ jest zawsze

kwadratem.

To znaczy, ze o$Smiokrotnos¢ dowolnej liczby trojkatnej powiekszona o jeden jest

zawsze liczbg kwadratowg.

Liczby palindromiczne

Liczba palindromiczna to liczba, ktora przy czytaniu jej cyfr od lewej strony do prawej
jest jednakowa, jak czytana od prawej do lewej. Liczby takie nazywane sg takze
liczbami symetrycznymi. Przyktady takich liczb to: 1, 24442, 727,1111111, ...

Twierdzenie: o liczbach palindormicznych

Kazda liczba palindromiczna w systemie dziesi¢tnym, ztozona z parzystej liczby

cyfr, jest podzielna przez 11.

Palindromy mogg by¢ kwadratami liczb naturalnych

(0, 1, 4, 9, 121, 484, 676, 10201, 12321, 14641, 40804,

44944, 69696, 94249, 698896, 1002001, ...)
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iich szeScianami
(0, 1, 8, 343, 1331, 1030301, 1367631, 1003003001,

10662526601, 1000300030001, ...).

Liczby Lychrel

W 1938 roku amerykanski matematyk Derrick Lehmer opisal pewng wlasno$c¢ liczb:
jesli do wybranej liczby dodamy jg sama, ale zapisang w odwrotnej kolejnosSci
i z otrzymang suma oraz z kazda nastepng postgpimy tak samo, to w ktoryms cyklu,

jako kolejna suma pojawi si¢ palindrom, np.

37
+73

110
+011

121

Wiekszos$¢ matych liczb wiekszych od 9 dociera do palindromu w jednym kroku.

19 jest pierwsza liczbg wymagajaca dwoch krokow
(19 + 91 = 110 — 110 + 011 = 121).

59 - wymaga trzech krokow
(59 + 95 = 154 — 154 + 451 = 605 — 605 + 506 = 1111),

69 - wymaga az czterech
(same sumy: 69 — 165 — 726 — 1353 — 4884).
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Liczbg, przy ktorej trzeba sie solidnie napracowac, jest 89 - palindrom pojawia si¢
dopiero jako 24-ta liczba w ciggu sum: 8813200023188.

To jednak nic w poréwnaniu z ,gehenng”, ktorg oferuje liczba 196. Lehmer wykonat
przed 76 laty blisko sto dodawan - bezskutecznie. Nie omieszkat jednak zauwazy¢, ze
56-ta suma jest bardzo bliska docelowej, wyglada bowiem tak:
934217310162393261013712428. Zapewne ta obiecujaca bliskos¢ sklonita go do
postawienia hipotezy, ze kazda liczba poddana opisanemu procesowi zmieni si¢

w palindrom - wszystko jest tylko kwestig etapu, w ktorym to nastgpi. 196 to nie
jedyna ,krngbrna” liczba, ale stosunkowo mata, wiec nig przede wszystkim zajeli sie
programisci, gdy do akcji wkroczyty komputery.

Jako pierwszy wyzwanie podjal John Walker - zalozyciel znanej firmy Autodesk,
zajmujacej sie oprogramowaniem komputerowym. W 1987 roku Walker uruchomit
program na stacji roboczej Sun 3/260. Po blisko trzech latach nieprzerwanej pracy
i wykonaniu 2415836 operacji ,odwr6c i dodaj” komputer dotart do liczby ztozonej
z miliona cyfri si¢ zatrzymat. Palindromu nie byto. Nastepcy Walkera posuwali si¢
coraz dalej, korzystajac z coraz lepszych komputerow. Jeden z nich nadat 196

i pozostatym réwnie opornym liczbom nazwe, ktora sie przyjeta — liczby Lychrel -

prawdopodobnie jest ona anagramem imienia Cheryl.

Aktualny rekord w wedrowce od 196 do palindromu nalezy do francuskiego
programisty Romaina Dolbeau. Pod koniec 2011 roku dotart on po bilionie krokoéw do
liczby ztozonej z 413930770 cyfr, jednak nie osiggnat celu. Wydaje sie, ze dalszej
eksploracji nie bedzie. Szansa na dotarcie do gigantycznego palindromu maleje wraz
z wydtuzaniem si¢ sumy - praktycznie jest juz rowna zeru. Wiele wskazuje na to, ze
hipoteze podang przez Lehmera nalezy uznac¢ za btedna. Tym bardziej, ze dla
systemow liczbowych o mniejszych podstawach niz dziesietny udowodniono, ze
niektore liczby poddawane operacji ,odwroc¢ i dodaj” nigdy nie zmienig sie

w palindrom.

W systemie dwojkowym najmniejszg taka liczba jest 10110, odpowiadajgca liczbie 22
w systemie dziesietnym. Niemiecki matematyk Roland Sprague jeszcze w latach 60-
tych udowodnil, ze przeksztalcenie jej w palindrom jest niemozliwe. Zauwazyl, ze

w ciggu sum, poczynajac od czwartej, cyklicznie powtarzajq si¢ cztery schematy liczb.
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Na przykiad, dla czwartej sumy rownej 10110100 schematem jest 10(1)n01(0)n. Dla
tej sumy n = 2, dla 6smej to 3, dla dwunastej 4 itd. - schemat pozostaje taki sam.
ZaroOwno ten schemat, jak i kazdy z trzech pozostalych wyklucza pojawienie si¢
palindromu. Znalezienie dowodu dla uktadu dziesietnego ostatecznie rozwigzatoby

problem i odestato liczby Lychrel do lamusa. Niestety, dotad nikomu si¢ to nie udato.

Dziatania arytmetyczne na liczbach naturalnych w systemie
dziesiatkowym

Dodawanie: 3 + 7 = 10.

Obiekty dodawane to skladniki, wynik dodawania nazywa si¢ sumag, a znak dziatania
to ,,+"

Odejmowanie: 30 — 12 = 18.

Obiekty odejmowane to odjemna i odjemnik, wynik odejmowania nazywa si¢ réznica,

a znak dzialania to ,—".
Mnozenie: 12 - 3 = 36.

Obiekty mnozone to czynniki, wynik mnozenia nazywa si¢ iloczynem, a znak

dzialania to ,-".
Dzielenie: 72 : 4 = 18.

Obiekty dzielone to dzielna i dzielnik, wynik dzielenia nazywa si¢ ilorazem, a znak

dziatania to ,.".
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Ciekawostka jest sposob mnozenia wymyslony przez Hindusow. Korzystali oni z prostokata

zlozonego z kwadratow, na ktorego bokach wpisywali czynniki. Wszystkie kwadraty dzielili na
polowy za pomocg rownoleglych przekatnych. Nastepnie w kazdym z kwadratow zapisywali
odpowiedni iloczyn: jednoS$ci ponizej przekatnej, a dziesigtki powyzej niej. W koncu sumowali liczby
potozone w ukosnych rzedach pomiedzy przekgtnymi, otrzymujgc wynik mnozenia.

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.

Stownik

palindrom

liczba (lub wyraz), ktora czytana z prawej do lewej, brzmi tak samo jak czytana

z lewej do prawe;j



Infografika

Polecenie 1
Na podstawie infografiki przedstawiajacej sposéb mnozenia metodg hinduska, wymysl

witasny przyktad, wykonujac poszczegodlne kroki.
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Krok 1

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P1FHpaKow
Jezeli chcesz pomnozy¢ dwie liczby, zapisz je. Jedng w poziomie a drugg w pionie tak, aby na
przecieciu cyfr kazdej z liczb pojawit sie kwadrat.

2

Krok 2

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P1FHpaKow
Kazdy z kwadratéw podziel przekatna.



https://zpe.gov.pl/b/P1FHpaKow
https://zpe.gov.pl/b/P1FHpaKow

Krok 3

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P1FHpaKow

Pomnéz kazda z liczb stanowiaca cyfry jednej z liczb z druga, wpisujac wynik w kwadracie
lezacym na przecieciu cyfr. Zapisz tak, aby liczba dziesiagtek znalazta sie nad przekatng

a liczba jednosci pod przekatng kwadratu. (Jezeli iloczyn jest liczbg jednocyfrowa w miejsce
dziesigtek wpisz 0).

Krok 4

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P1FHpaKow

Dodaj kazda z liczb lezacych ponizej prostej wyznaczonej przez przekatne. (Jezeli suma jest
liczbg dwucyfrowa zapisz tylko liczbe jednosci a liczbe dziesigtek umies¢ nad linig i dodaj jg
w kolejnej sumie).

Krok 5

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P1FHpaKow
Sprawdz otrzymany wynik.

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
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Sprawdz sie
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Cwiczenie 1

o[

184

XII

19

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Wskaz wszystkie liczby naturalne.



Cwiczenie 2 @)

Wybierz wszystkie liczby palindromiczne.

19

454

V121

1234321
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Cwiczenie 3 O

Skorzystaj ze znanych Ci informacji na temat liczb wielokatnych i oblicz piata, szosta
i siodmg liczbe trojkatna, kwadratowa, pieciokatng, szesciokatna, siedmiokatng
i oSmiokatna.

numer

orzadkowy | 1€2PY liczby liczby 5- | liczby 6- | liczby 7- | liczby 8-
P |i22bY Y trojkatne  kwadratowe katne katne katne katne
5.
6.




Cwiczenie 4 Q@

Jakie pytania zadasz koledze lub kolezance, aby dowiedziec sie, co juz wie na temat liczb
naturalnych, palindromicznych i wielokatnych?

Jakiego dziatania znakiem arytmetycznym jest iloraz?

Czy zero jest liczbg naturalna?

Czy liczby kwadratowe sg wielokatne?

Ktére liczby nazywamy symetrycznymi?

Dlaczego do liczenia wykorzystujemy liczby palindromiczne?

Do ktérego ze zbiordw liczbowych nalezg liczby: 0, 1, 4, 9, 121, 484, 676, 10201?

Jakie wtasnosci maja liczby: 1, 7, 18, 34? Jaka jest ich wspdlna nazwa?

o o o o o o o ¢

Jak nazwiesz liczby wielokatne: 1, 5, 12, 21, ...?

Cwiczenie 5 Q@

Pomnoz wskazane liczby. Wykorzystaj sposdb mnozenia, ktory zaproponowali Hindusi.
Whisz poprawna liczbe.

127 - 34 =




Cwiczenie 6 Q@

Przeanalizuj przedstawione dowody i wybierz ten, ktéry jest prawidtowy dla twierdzenia:
palindrom liczby czterocyfrowej w systemie dziesietnym jest podzielny przez 11.

(O 1221:11 =111
| 1111 =1+10+ 100+ 1000 =11+ 1100 =11:11+41100:11 =1+ 100 = 10

() 1000z + 100y + 10y + 1z = 1001z + 110y = 11 - (91z + 10y)

Cwiczenie 7 O

Zastosuj regute matematyka Derricka Lehmera dla liczby 1938.

1938
+ O

O O O O O




Cwiczenie 8

Sudoku: w puste pola wpisz liczby od 1 do 9 tak, aby w kazdym wierszu, kazdej
kolumnie i w kazdym kwadracie 3 X 3 ograniczonym gruba linig, znalazto sie dziewie¢
roznych cyfr. Dodatkowy warunek wigze sie z czerwonymi liniami tamanymi: kolejne
cyfry, ktére zapiszesz na kazdej z tych linii (cyfr jest 7 lub 9), powinny tworzy¢
palindrom. W rozwigzaniu wskaz sume 17 cyfr na obu przekatnych. Jak, twoim zdaniem,

dodatkowy warunek wptywa na rozwigzanie zadania: utrudnia je czy utatwia?

2 3

2

9

Odpowiedz: Suma siedemnastu cyfr na przekatnych: ‘ ’




Cwiczenie 9

Z 35 pierwszych palindroméw - od 0 do 252 - wybrano 16 i utworzono z nich kwadrat
magiczny 4 x 4. Kwadrat magiczny to taki, w ktérym suma (zwana suma magiczna)
czterech liczb w kazdym wierszu, kolumnie i na obu przekatnych jest taka sama. Ponizej
znajduja sie: z lewej strony - 35 liczb, z ktérych dokonano wyboru, z prawej - kwadrat
z ujawnionymi 4 liczbami. Twoje zadanie polega na wypetnieniu wtasciwymi liczbami
pozostatych 12 pél tak, aby powstat kwadrat magiczny. Jego suma magiczna takze

powinna by¢ palindromem. W rozwiazaniu podaj te sume.

O, 1,Z/ZI 4: 51 6! 8' 9’ 2 131

11, 22, 33, 44, 55, 66,
77.88,99 101, 111,
121,131, 141, 151, 161, 33
171,181, 191, 202, 212,
222 232 242, 252 181 3

Suma magiczna: ‘ ’

Cwiczenie 10 @
Zastanow sie i odpowiedz, jaka jest najwieksza liczba naturalna, ktérej kazda cyfra - oprécz
pierwszej i ostatniej - jest mniejsza od Sredniej arytmetycznej dwu sgsiadujacych z nig cyfr?
Co utatwi Ci rozwigzanie tego zadania?

Ta liczba to:

Cwiczenie 11 @

Zaprojektuj sudoku, wykorzystujgc poznane informacje o liczbach.



Cwiczenie 12 @
Jakich argumentow uzyjesz, by przekonac kolezanke lub kolege, ze warto uczyc sie

o liczbach naturalnych?




Dla nauczyciela

Autorka: Elzbieta Miterka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zbior liczb naturalnych. Dzialania w zbiorze liczb naturalnych

Grupa docelowa:

IIT etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) wykonuje dzialania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,

pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:



Uczen:

e nazywa liczby, opisujac ich wlasnosci;

e stosuje informacje o liczbach naturalnych, wielokatnych i palindromicznych do

rozwigzywania zadan;
e wykonuje dziatanie mnozenia, wykorzystujac hinduski prostokat;
e analizuje poprawnos¢ przeprowadzonego dowodu;
e stosuje poznang regute matematyczng do rozwigzania zadania;
e projektuje sudoku, wykorzystujac poznane wiasnosci liczb;

e przedstawia argumenty na temat: ,Dlaczego warto poznac liczby naturalne?”.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm.

Metody i techniki nauczania:

e Sniegowa kula;
o dyskusija;

e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki;



e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna/tablica, pisak/kreda.

Przebieg zajec:

Przed lekcja:

e Nauczyciel prosi grupe chetnych /wybranych uczniow o przygotowanie
prezentacji na temat liczb Lychrel. Zadanie uczniow polega na znalezieniu (lub
opracowaniu) i uwzglednieniu w swojej prezentacji przede wszystkim materiatow
wizualnych (krotkich filmow, fotografii, schematow). Prezentacje powinny
zawierac¢ jak najmniej tekstu - jej tres¢ przedstawig uczniowie ustnie podczas

zajecC.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspoélnie z uczniami ustala kryteria
sukcesu.

2. Nauczyciel pyta uczniow: Jakie sg rodzaje liczb naturalnych? Po wykonaniu
zadania i ustaleniu wspolnie przez uczniow rodzajow liczb naturalnych

nauczyciel weryfikuje je i - w razie potrzeby - uzupeinia.

3. Dziatania arytmetyczne na liczbach naturalnych w systemie dziesigtkowym.
Uczniowie przedstawiajg znane im dziatania na liczbach naturalnych, nazywaja
elementy kazdego dziatania i ich wyniki.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby uczniowie, pracujgc w parach, opracowali zagadnienia:
jedna osoba - liczby wielokatne, a druga - liczby palindromiczne. Po uptywie
wyznaczonego czasu uczniowie wymieniaja sie informacjami. Nauczyciel prosi
chetnych /wybranych uczniow o zreferowanie tego, czego dowiedzieli si¢ od

sgsiada.



2. Wybrani przed lekcja uczniowie przedstawiajg przygotowana prezentacije na
temat liczb Lychrel. Pozostali uczniowie mogg zadawac im pytania i prosic
o wyjasnienia. Na koniec oceniajg prace kolegow, mowia, co byto interesujgce, co

niejasne.

3. Uczniowie analizujg wiasnosc¢ liczb wskazang przez Lehmera. Probujg ustalic¢

palindromy dla kilku liczb wybranych przez nauczyciela.
4. Uczniowie korzystaja z infografiki i omawiajg ja wraz z nauczycielem.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela.

Wspolne omowienie odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie zawarte w temacie zaje¢. Uczniowie
dyskutujg, odnoszac si¢ do tresci i przebiegu lekcji. Nastepnie nauczyciel omawia
przebieg zajec¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy ucznidéw, udzielajgc im tym

samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

e Przygotuj klasyczne sudoku w kwadracie 9 x 9 pol, wykorzystujac poznane

informacje o liczbach.

Materialy pomocnicze:

e Liczby naturalne, calkowite i wymierne

Wskazowki metodyczne opisujace rozne zastosowania multimedium:

e Nauczyciel moze wykorzystac infografike do pracy w parach lub w grupach.
Uczniowie przygotowuja swoje propozycje, a nastepnie prezentujg je na forum
klasy.
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